II. OMMO — XXIX. EMMV, Szatméarnémeti, 2019

Feladatsorok - I. fordulé

V. osztaly

1. Feladat. Egy szigeten kétlabu és hétfejt, valamint négylabu és 6tfe-
ji sarkanyok laknak. Osszesen 58 labuk és 140 fejiik van. Hany sarkany
él ezen a szigeten az egyes fajtakbol kiilon-kiilon?

Simon Joézsef, Csikszereda

2. Feladat. Adott az abed kiilonb6z6 szamjegyekbdl 4llo szam, amely-
16l tudjuk, hogy ab > cd, tovabba azt is, hogy az abc szam d-vel vald
osztasi hanyadosa 25 és maradéka 1.

a) Hatarozd meg az abed szamot)!

b) Hatarozd meg a 22°°? hatvany utolsé szamjegyét!

¢) Igazold, hogy 2-22-23.....2% szam nem négyzetszam!

Zajzon Csaba, Barét

3. Feladat. a) Keress olyan p és ¢ primszamot, amelyre Zl] + %
reducibilis!

b) Igazold, hogy a p # ¢ primszamok esetén az % + % Osszeg irredu-
cibilis!

c¢) Hatarozd meg a p és ¢ primszamokat gy, hogy 1% + % = 516

0sszeg

Kocsis Attila Levente, Déva
Zajzon Csaba, Barot

4. Feladat. Az V. osztilyban a lanyok szamanak a negyede ugyan-
annyi, mint a fitk szamanak az 6tode. Egy matekfelmérén senki nem
irta meg a 10-est, de 7-esnél gyengébb jegyet sem kapott senki. A jegyek
Osszege 271 lett. Hany lany és hany fia volt az osztalyban?

Csaszar Sandor, Csikmadaras
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II. OMMO — XXIX. EMMYV, Szatmérnémeti, 2019

5. Feladat. Egy 2019 x 2019-es négyzet alaki, elemi négyzetekbdl
(mez6kbol) allo tablan van egy — a k6zépsS mez6t is fed6 — négyzet
alaka 1006 x 1006-os letakart rész. A téblan csak fiigg6leges és viz-
szintes irdnyban lehet haladni. Nevezziik kenguruugrasnak azt a lépést,
amely sordn vagy vizszintesen el6bb harom, majd azt kovetSen fiiggs-
legesen két mezét, vagy fliggslegesen el6bb harom, majd azt kovetGen
vizszintesen két mez6t haladunk.

Bejarhatjuk-e a le nem takart részt egyetlen kenguruval kenguruug-
rasokkal tgy, hogy minden mez6t pontosan egyszer érintiink (érintett
mezdnek tekintjiik az ugras kiindulasi és érkezési mezejét), és az utol-
soként érintett mezd kenguruugrasnyira legyen attol, amelyrsl elindul-
tunk?

Palhegyi-Farkas Lészl6, Nagyvéarad
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II. OMMO — XXIX. EMMV, Szatméarnémeti, 2019

VI. osztaly

1. Feladat. Az a, b, ¢ és d olyan nullatol kiilonb6zs természetes szamok,

amelyekre

a_2 b_4 e 6
b 3 ¢ 5 d 7

Hatarozd meg az a,b, c és d természetes szamokat a kdvetkezs esetek-
ben:

a) a+b+c+d=315;

b) az a szam 50 %-anak, a b szam 40 %-anak, a ¢ szam 30 %-anak
és a d szam 20 %-anak az Osszege 168.

(***)

2. Feladat. Melyik dbran tolthetdk ki a fehér négyzetek az 1,2,3,...,8
szamokkal ugy, hogy minden szamjegy pontosan egyszer szerepeljen,
és minden sorban illetve minden oszlopban, tovibba mindkét atléon a
szamok Osszege ugyanannyi legyen? Irj fel egy megoldast, ha létezik!
Amennyiben nem létezik ilyen kitoltés, bizonyitsd be, hogy miért nem!

L .

1. ébra 2. abra
Durugy Erika, Torda

3. Feladat. Az OA;,0A5,0A;,...,0Ag olyan egymastol kiilonbozd
félegyenesek, amelyekre Amg = AQ/O\AP, = A@4 =...= A@g
és A;OAy = 180°.

a) Hany szoget hataroznak meg az adott félegyenesek?

b) Szamitsd ki az a) pontban kapott szogek mértékének Osszegét!

(***)
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4. Feladat. Az abréan lathato ABC és DEF haromszogekben A=D
és B=E. Tudjuk, hogy az AC oldal a DE és DF oldalakat az M és
N pontokban metszi, a BC oldal az F'D és FE oldalakat a P és @
pontokban metszi, az AB oldal pedig az ED és EF oldalakat az S és
R pontokban metszi.

a) Igazold, hogy MNP = P/Q\R = RSM !

b) Ha tudjuk, hogy SMN + ]@ + CjR\S = 330°, szamitsd ki az
MNP mérteket!

D

Simon Joézsef, Csikszereda
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5. Feladat. SzakértSk egy gyermektabor kib&vitésén dolgoztak. Ter-
vezésiik szerint 30 munkas 90 nap alatt tud felépiteni egy iidiilshazat.
Miutdn 30 munkéis 10 napot dolgozott, érkezett 10 munkas segiteni.
Veliik egyiitt dolgoztak 10 napot, majd 20 munkas eltavozott. Az ott
maradt munkasok 10 napon &t folytattdk a munkat, majd jott még 5
munkés. Veliik egyiitt dolgoztak 10 napot, majd csatlakozott hozzajuk
még 6 munkas. Ebben az 0sszetételben addig dolgoztak egyiitt, amig az
idiilghéz elkésziilt. A munkésok egyformén jol dolgoztak. Mennyi id6
alatt késziilt el az iidiil6haz?

Simon Jozsef, Csikszereda
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II. OMMO — XXIX. EMMYV, Szatmérnémeti, 2019

VII. osztaly

1. Feladat. a) Ird fel a 4 és az 505 szamok szamtani és mértani ko-
zéparanyosat, majd helyezd Sket névekvs sorrendbe!
b) Igazold, hogy

1011 676 509 2’
Hodgyai Edit, Micske

2018 2019 2020 3
VOIS | V019 /3020 _

2. Feladat. Hatarozd meg az Osszes olyan n természetes szamot,
amelyre £ = 1" + 3" + 5" + 7" + 9" primszam!

dr. Bencze Mihély, Brassé

3. Feladat. Boldizsar 216 egyforma sarga szind kis kockat Osszera-
gasztva egy nagy tomor kockat készitett. Ezutan a lapjait piros, kék és
z0ld szintre festette ugy, hogy a szemben 1év6 lapok ugyanolyan szint-
ek legyenek. Szaritas utén a kockat véletleniil elejtette igy az, az eredeti
kis kockaira hullott szét. Nem adta fel, kisebb méretii, tobb darabbol
allo, tomor kockakat ragasztott Ossze bel6liik.

a) Legtobb hany olyan haromszint kockat készithetett, melyeknek
szemkozti oldalai ugyanolyan szintiek?

b) Osszerakhato-e tobb egyszinti, kiilonb6z6 mérett, nagyobb témor
kocka a 216 széthullott kis kockabol ugy, hogy minden kockat felhasz-
naljunk?

¢) Igazold, hogy barmely k pozitiv egész szam esetén 6% felirhato
harom teljes kob Gsszegeként!

Zay Eva, Zilah
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4. Feladat. Horcsogh ur biiszke fiaira, egyformén dolgozo, szorgalmas
horesogfink. Egy nap a tanyajuk kozelében, az odajuktol egyforma té-
volsagra két halom buzat talaltak. Az egyikben kétszer tobb buzaszem
volt, mint a mésikban.

Horesogh dr a fiaira bizta a halmok beszallitasat. Mindannyian a
nagyobbik halombol kezdték hordani a buzat. Egy ora elteltével a fiak
fele d4tment a kisebbik halomhoz és onnan szallitotta tovabb a buzat
az oduba. Ujabb egy ora elteltével a nagyobbik halom betakaritasaval
végeztek, és mindenki megpihent. Kozben kiszamoltak, hogyha hérom
horesogfitn még két 6rat dolgozna, minden buzaszem betakaritasra ke-
riilne.

a) Hany fia van Horcsogh trnak?

b) Ha a horesogfiuk pihend nélkiil, mindannyian tovabb dolgoznak,
még mennyi idére lett volna sziikségiik a teljes betakaritashoz?

Csaszar Sandor, Csikmadaras

5. Feladat. Az ABC haromszoégben F' az AC szakasz, F pedig a BF
szakasz felez6pontja. Legyen AE N BC = {G} és FGN AB = {D}.
Igazold, hogy:

a) EG = L AF;

b (45 = (50}

¢) G az ACD haromszog silypontja;
d) Terca _ 1

TABC‘A 12°

Simon Joézsef, Csikszereda
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VIII. osztaly

1. Feladat. Az n € N* természetes szamot szerencsésnek nevezziik,
ha n? felirhaté n darab egyméasutani természetes szam Osszegeként.
Bizonyitsd be, hogy:

1) a 13 szerencsés szam;

2) egy nullatol kiilonbozs természetes szam akkor és csak akkor
szerencsés, ha paratlan!

dr. Bencze Mihély, Brassé

2. Feladat. Az ABCDA'B'C'D’ kocka éle 4 cm. A BB’ és CC’ éleken
felvessziik az E és F' pontokat tgy, hogy AE =5 cm és AF = 6 cm.
Hatarozd meg az (AEF) sik és a kocka sikmetszetének keriiletét!

Csaszar Sandor, Csikmadaras

3. Feladat. Az a,b,c,d valos szamok esetén legyen
S=a+b+c+d és P=ab+ac+ ad—+ bc+ bd+ cd.

1) Fejezd ki az (a—b)?+(a—c)?+(a—d)?>+(b—c)?+ (b—d)* + (c—d)?
Osszeget csak az S és P segitségével!

2) Ha S = 4 és P = 6, akkor hatarozd meg az 219 52019 4 ¢2019 4 42019
értekét!

dr. Bencze Mihaly, Brasso

4. Feladat. A gyereknapon 17 gyerek koziil mindenki jatszik egy ja-
tékot mindegyik tarsaval. Sorshuzassal dontik el, hogy sakkot, teniszt
vagy amébat. Mutasd ki, hogy van hérom olyan gyerek, aki egymas
kozott ugyanazt a jatékot jatszottal

Zakany Moénika, Nagybanya
Toth Csongor, Szovata
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5. Feladat. Az ABC egyenl§ szart derékszogi haromszog BC atfogo-
jan felvesziink egy P tetszoleges pontot. Az APC haromszog koré irt
kor kozéppontjat jelolje M, és legyen N az M pont AP szerinti szim-
metrikusa.

1) Igazold, hogy az AN PM négyszog korbeirhato!

2) Hol kell elhelyezkedjen a P pont ugy, hogy a BC oldal az ANPM
négyszog koré irt kor érintGje legyen?

3) Mutasd ki, hogy az N pont az AP B haromszog koré irt kor kozép-
pontja!

Toéth Csongor, Szovata
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IX. osztaly
1. Feladat. Igazold, hogy Vn € N, n > 2 esetén

{\/n2+n+1+\/n2+2n+4+\/n2+3n+3} =3n+ 3,

ahol [z] az x egész részét jeloli!
dr. Bencze Mihély, Brassé

2. Feladat. Az ABC haromszog sikjaban felvessziik az F és M pon-
tokat ugy, hogy zﬁ: %u@és k-m+3-B—]\>4+m-CT4:6>, ahol
k,m € N*.

a) Hatarozd meg a k és m természetes szamokat, amelyekre a B, M
és E pontok kollineérisak!

b) Tudva azt, hogy k =2, m = 3 és AM N BC = {P}, szamitsd ki
az ACM és MCP haromszogek teriileteinek az aranyat!

Matefi Istvan, Marosvasarhely

3. Feladat. Legyen (an)n>1 egy szamtani haladvany és (by)n,>1 egy
mértani haladvany. Szamitsd ki:

a) (n—k+ 1ayg,

-

3

—

b) S (n— k + 1)by.

>
Il
—

dr. Bencze Mihaly, Brasso

4. Feladat. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezs egyenletet

T x? _%

x+m—1+x2—m+l_ 7

Kovéacs Béla, Szatmarnémeti
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X. osztaly

1. Feladat. Oldd meg a 3% - 2% + 23 - 3% - 4% + 107 - 5% = 49 . 222
egyenletet a valos szdmok halmazan!

Zay Eva, Zilah

2. Feladat. Adott az n nullatol kiilonbozé természetes szam. Az
f: R — R fliggvényre teljesiil, hogy

1 1 1 1
f(z+ >—2§(n+1)x—1§f<x )+2,

on + 2 C2n+2

- 1
barmely = € R esetén. Igazold, hogy Z f () =0.
= E(k+1)

dr. Bencze Mihély, Brassé

3. Feladat. Oldd meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket:
a) logs(z + 3) = logs(z + 5);
b) (z + 3)18s5 — 2 = (1 4 5)'°85 3,

dr. Bencze Mihaly, Brasso

4. Feladat. Adott a sikban az A, B,C és D pont ugy, hogy nincs ko-
zOttiik harom kollinearis. Jeldlje H; illetve Ho az ABC és az ABD
haromszog magassagpontjat. Igazold, hogy az A, B, C és D pontok ak-
kor és csakis akkor vannak egy korén, ha a Hy D és a HyC szakaszok
felez&pontja egybeesik!

Zay Eva, Zilah
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XI. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg az Osszes olyan X € My(R) matrixot,
amelyre

a+b—1 b

2 —
X+2X_< R

) , ahol @ > 0 és det(X + Iz) > 0.

Matefi Istvan, Marosvasarhely

2. Feladat. Az (z,,),>1 sorozat szimtani haladvany, amelynek allando
kiilénbsége e (az Euler-féle szam) és z1 > 0. Ertelmezziik az (y,,)n>1 és
a (zn)n>1 sorozatokat a kivetkezéképpen

1 1
T1x2  T273 Tp—1Tn

Yn = /T T -... Tp €8 2z, = ,Vn € N*.

a) Szamitsd ki a lim In patarérteket!
n—oo M

nz
b) Szamitsd ki a lim ———— hatérértéket!
n—=00 Y3n — Yon

Szilagyi Judit, Kolozsvar

3. Feladat. Az A, B € M,,(C), (n > 2) olyan invertalhaté méatrixok,
amelyekre az A + B matrix is invertdlhat6 és (A+ B)~! = A=+ B~ L
Igazold, hogy | det(A + B)| = | det A| = | det B].

dr. Bencze Mihaly, Brassé
4. Feladat. Az (x,),>1 sorozatot a kovetkezGképpen értelmezziik:
Tr1 = 1és
(Xpt1— 1) (zn+1) =1, VneN*

Szamitsd ki a sorozat hatarértékét!

dr. Bencze Mihaly, Brasso
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XII. osztaly

1. Feladat. Mutasd ki, hogy barmely n € N* esetén létezik harom
kiilonbozs A, B, C pont az f: [0,00) — R, f(z) = 2® fiiggvény grafikus
képén tgy, hogy Tapc, = n*.

dr. Bencze Mihaly, Brasso
dr. Lukacs Andor, Kolozsvar

2. Feladat. Szamitsd ki az

rcosx —sinx q
/ (x4 asinzx)(z + bsinx) v
integralt a kovetkezd esetekben:
1) haa,b e R és a #b;
2) haa,beRésa=0b,
ahol = olyan értékeket vehet fel, melyekre értelmezett az integralban
lévé kifejezés.

dr. Bencze Mihaly, Brasso
Bir6 Zoltan, Gyergyoszentmiklos

3. Feladat. A G = (0,00) halmazon értelmezett ,,0” mivelet teljesiti
az a® +a*®¥ +a¥ = 2+ a® "V Osszefiiggést barmely x,y € G esetén, ahol
a>1.

a) Igazold, hogy (G, o) Abel-csoport!

b) Han € N* és x;, € G minden k € {1,2,...,n} esetén, akkor mutasd
ki, hogy

-1 -1
nn—1) 3 m§”2 S e,
k=1

2 —
1<i<j<n

dr. Bencze Mihély, Brassé
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4. Feladat. Jelolje rendre F,G: E — R az f,g: F — R fiiggvények
egy-egy primitivjét. Hatarozd meg az f és g fliggvényeket a kovetkezd
esetekben:

a) E = (0,00), illetve minden x € E esetén

{ ef(x) +G(x) = =
zg(x) + F(z) = -—x.

b) E =R, illetve minden x € E esetén

{f(iv)+G(ff) =
g(x)+ F(z) = -—u.

dr. Bencze Mihély, Brassé
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Feladatsorok - I1. forduléo

IX. osztaly

1. Feladat. Igazold, hogy minden n € N* esetén 172" + 172" +1
oszthatd 307-tel!

dr. Bencze Mihély, Brasso

2. Feladat. a) Oldd meg a nemnegativ valos szdmok halmazan a ko-
vetkez§ egyenletet:

@+y+z+)@+y+242)=2+@+vy)’ +y+v2)" + =+ V)
b) Oldd meg az egész szdmok halmazén a kiovetkezs egyenletet:
x? — xy + 45y = 2019.

Longéaver Lajos, Nagybanya
Kovécs Béla, Szatmarnémeti

3. Feladat. Ha a; =0 és (ap+1 — an)(ant1 — an — 2) = 4a,, valamint
Gn+1 > an + 1, Vn > 1, akkor igazold, hogy

1 —1
> ="

k=2 'k

dr. Bencze Mihély, Brassé

4. Feladat. Jelolje AD, BE és CF az ABC haromszog bels6 szogfe-
lezGit, ahol D € (BC), E € (CA) és F € (AB). Ha az ABD, BCE és
CAF haromszogek teriileteinek egyike a mésik kett§ szamtani kozép-
aranyosa, akkor igazold, hogy az ABC haromszog egyenls szaru!

dr. Bencze Mihéaly, Brassé
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5. Feladat. Adott az A = {1,2,3,...,2019} halmaz. Legfeljebb héany
eleme lehet az A egy olyan részhalmazanak, amelyben barmely két elem
Osszege nem oszthatd 25-tel?

Spier Tiinde, Arad
Vass Ferenc, Szovéita

6. Feladat. Hatarozd meg a

Va+b+e)2+(—a+b+e)2+(a—b+c)2+ (a+b—c)?=2V2019
egyenlet Gsszes megoldésat, tudva azt, hogy a < b < ¢ primszamok!

dr. Bencze Mihaly, Brasso
Olah-Tlkei Arpad, Bar6t
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X. osztaly
1. Feladat. Igazold, hogy

2~ |/ 1
[nz k(k+1)+§ =n+2, VneN',
k=1

ahol az [a] az a valés szam egész részét jeloli.

dr. Bencze Mihély, Brasso

2. Feladat. Janka és Veronka tervet készit egy négyzet alaki terasz
burkolaséara, amelyhez fehér és sziirke, 5 cm oldalhosszi, négyzet alaki
mozaiklapokat akarnak hasznélni. Elgbb kijelolik a terasz kdzéppont-
jat egy sziirke mozaiklappal, ezt 8 fehér mozaiklappal szegélyezik, igy
egy nagyobb fehér négyzet kdzepén van egy sziirke négyzet. Ilyen mo-
don folytatjak a szegélyezést, véltva a szineket, mig a kdzéppontban
lév6 mozaiklapot 100 fehér és 100 sziirke mozaiklap sorral rakjak koriil,
egyre nagyobb koncentrikus négyzeteket alakitva ki. Ezutdn még két
szegélyez6 sor lerakasara van lehetdségiik és elhatérozzak, hogy érde-
kesebb mintaval rakjak koriil a teraszt. EI6bb egy szlirke és egy fehér
mozaiklap valtakozéasaval szegélyeznek, majd az utolsé szegélyezést egy
sziirke és harom fehér lap valtakozasaval alakitjak ki.

a) Legalabb hany sziirke, illetve fehér mozaiklapra van sziikségiik,
hogy a terv szerint be tudjék fejezni a burkolast?

b) Milyen szind mozaiklapbdl kellene t6bb, ha az utolso el6tti sze-
gélyezést egy fehér és harom sziirke lap véltakozésaval akarnak kialaki-
tani?

Zay Eva, Zilah

3. Feladat. Az ABC hegyesszogi haromszogben az A szog mértéke

45°. Az AD magassag a BC oldalt % = % aranyban osztja. Igazold,

hogy a H magassigpont a BE magassag felezGpontja!

Déavid Géza, Székelyudvarhely
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy
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4. Feladat. Igazold, hogy egyetlen olyan n és egyetlen olyan k termé-
szetes szam létezik, amelyre

21T 417212 427 = k2,
Zay Eva, Zilah

5. Feladat. Az 1,2,3,...,2019 szamok koziil véletlenszertien kivalasz-
tunk 1347 szamot. Igazold, hogy a kivalasztott szdmok kozott van hé-
rom olyan, amelyek koziil az egyik a masik kettének a szamtani kbzepe!

David Géza, Székelyudvarhely

6. Feladat. Az ABC egyenl$ szari, hegyesszogi haromszog A szo-
gének mértéke 20°. Az ABC sz0g szogfelezGje az AC oldalt D-ben,
az ABD szog szoglelezGje pedig E-ben metszi. Az FE kézépponta, ED
sugart kornek az AB oldallal vald, A-hoz kozelebbi metszéspontja F'.

a) Igazold, hogy az FED B négyszog korbeirhato!

b) Ha AF = a és ED = b, szamitsd ki a és b fliggvényében az AFE,
FB és DC szakaszok hosszat!

¢) Igazold, hogy % = 2cos20°.

Palhegyi-Farkas Lészl6, Nagyvéarad
Koczinger Eva, Szatmarnémeti
Zay Eva, Zilah
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XI-XII. osztaly

1. Feladat. Igazold, hogy 20192°*6 — 1 oszthaté a 201984 4201942 + 1
szammal!

dr. Bencze Mihaly, Brasso

2. Feladat. A Kerekasztal koriil 1&6v6 12 székre fel van irva a lovagok
neve. Ok azonban ezt figyelmen kiviil hagyva, véletlenszerten iilnek le.
Mennyi a valészintisége annak, hogy senki sem iil a sajat székén?

Schefler Barna, Budapest

3. Feladat. Mutasd ki, hogy végtelen sok olyan n természetes szam
létezik, amelyre a /n felirdsaban a tizedesvessz6 utéani els6 négy szam-
jegy a 2,0, 1, 9 (ebben a sorrendben)!

Toth Csongor, Szovata

4. Feladat. Az ABC haromszogben D az AC oldal felez6pontja, F' az
AD szakasz felez6pontja, illetve E, G € (AB) tgy, hogy AE = BG =

1
ZAB. Legyen DENGF = {P} és CGN BD = {Q}.
EP 2
a) Igazold, hogy D=3
b) Bizonyitsd be, hogy PQ||AB.
¢) Mutasd ki, hogy Tepa, = ZTABCA'
Simon Jozsef, Csikszereda

5. Feladat. Egy hegyesszogi haromszog alapja a és a hozzatartozo
magassag m. Rajzolj az alapra egy négyzetet ugy, hogy a négyzet felsé
két csicsa is a hdromszog egy-egy oldalan legyen. A keletkezett kisebb,
az eredetihez hasonlé haromszogbe szerkessz hasonléképpen négyzetet
és igy tovabb. Mekkora a négyzetek teriiletének Osszege?

Zay Eva, Zilah

6. Feladat. Egy 6 x 6-o0s tablat lefedtiink 18 darab 1 x 2-es dominéval.
Bizonyitsd be, hogy barmely lefedés esetén van olyan vizszintes vagy
fiiggoleges vonal, ami két részre osztja a tablat, de nem vag ketté egy
dominét sem!

Schefler Barna, Budapest
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Megoldasok - I. fordulé

V. osztaly

1. Feladat. Egy szigeten kétlabu és hétfejti, valamint négylabu és 6tfe-
jti sarkanyok laknak. Osszesen 58 labuk és 140 fejiik van. Hany sarkany
él ezen a szigeten az egyes fajtakbol kiilon-kiilon?

Simon Joézsef, Csikszereda

1. megoldds.

Ha mindegyik sarkany 2-labud lenne, akkor 58 : 2 = 29 sarkany lenne,
és ekkor Osszesen 29 - 7 = 203 fejiik lenne.

Ez 203 — 140 = 63 fejjel tobb, mint amennyi van.

Két darab 2-1abu sarkanyt egy 4-labura cserélve, a labak szdma nem
valtozik, a fejek szdma viszont 2 -7 — 5 = 9-cel csckken.

Igy 63 : 9 = 7 darab 4-labu sarkany van, nekik egyiittesen 7 -4 = 28
labuk van, ami folytan a 2-laba sédrkanyoknak Osszesen 58 — 28 = 30
laba van. Tehat 30 : 2 = 15 darab 2-1abu sarkany van.

Osszefoglalva, 15 darab 2-labu és 7-feji, valamint 7 darab 4-labu és
5-fejii sarkany él a szigeten.

2. megoldds.
Legyen z a 2-1abu és 7-feji, y pedig a 4-1abu és 5-feji sarkanyok szama.
A 2-1abu és 7-fejii sarkanyok labainak és fejeinek szama Osszesen: 2x +
Tr = 9z.
A 4-1abu és 5-fejii sarkidnyok labainak és fejeinek szama Gsszesen: 4y +
5y = 9y.
Igy 92 + 9y = 58 + 140, vagyis 9z + 9y = 198, amibdl kivetkezik, hogy
Osszesen x + y = 22 sarkany él a szigeten.
Ha mindegyik 2-1abt lenne, akkor 22 - 2 = 44 labuk lenne.
Egy 2-labut 4-1abira cserélve, a ldbak szama 2-vel né.
Igy (58 —44) : 2 = 14 : 2 = 7 darab 2-1abt sarkanyt kell 4-libtra
cserélni.
Tehat 15 darab 2-14bu és 7-fejd, valamint 7 darab 4-labu és 5-fejii sar-
kany él a szigeten.

|
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3. megoldas.
Legyen z a 2-1abu és 7-feji, y pedig a 4-1abu és 5-fejii sarkanyok szama.
Ekkor 2z 4 4y = 58 és Tx + by = 140.
Igy 92 + 9y = 58 + 140, vagyis 9z + 9y = 198, amibdl kivetkezik, hogy
Osszesen = + y = 22 sarkany él a szigeten.
Tehat 2x + 2y = 44 és 2z + 4y = 58, vagyis 2y = 14, amibdl y = 7 és
r = 15.
Tehat 15 darab 2-1abu és 7-fejd, valamint 7 darab 4-1aba és 5-feji sar-
kany él a szigeten.

|

2. Feladat. Adott az abcd kiilonboz6 szamjegyekbdl allo szam, amely-
r6l tudjuk, hogy ab > cd, tovabba azt is, hogy az abc szam d-vel valo
osztasi hanyadosa 25 és maradéka 1.

a) Hatarozd meg az abcd szamot!

b) Hatarozd meg a 2%7° hatvany utols6 szamjegyét!

¢) Igazold, hogy 2-22-23.....2%° gyam nem négyzetszam!
Zajzon Csaba, Barot

1. megoldds. a) A feltételek alapjan abc = d - 25 + 1, amibdl ¢ = 1,

vagy ¢ = 6.

Mivel ab > cd, kovetkezik, hogy a > ¢, tovabba a d < 9 egyenlStlenség-

bél az abe < 226 feltételt kapjuk, amibél a < 2.

A szamjegyek kiilonb6zGsége miatt ekkor ¢ = 1. Tehat a = 2 és d paros.

Ugyanekkor abc > 200, amibél a d > 8 feltételhez jutunk. Figyelembe

véve, hogy d paros, kovetkezik, hogy d = 8.

Utobbi miatt viszont az abc = 8 - 25 + 1 = 201 egyenlGséget kapjuk. A

szamjegyek beazonositasa utan, a keresett abcd = 2018 szamhoz jutunk.
b) Jelolje U (-) a paraméterként adott szam utolsd szamjegyét és

vegyiik észre, hogy az

U(')=2,U(2°)=4,U(2°)=8,U(2') =6, U(2°)=2,...

szamok ismétlgdévé valnak a 2-es szdm minden 4-gyel oszthato termé-
szetes hatvanyanak kiértékelése utan.
Mivel 2018 = 4 - 504 + 2, az el6bbi észrevételbdl kovetkezik, hogy

U (22018) =U (24-504+2) =U (22) —4
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lesz a kérdéses hatvany utolsé szamjegye.
c) Vegyiik észre, hogy

9.92.93. . 92018 _ 9l+2+..42018

Mivel az
2018 - (2018 + 1)
2

értéki Osszeg pératlan, kovetkezik, hogy az adott hatvany nem lehet
négyzetszam.

1+24...4+2018 = = 1009 - 2019

3. Feladat. a) Keress olyan p és ¢ primszamot, amelyre  + | Gsszeg
reducibilis!

b) Igazold, hogy a p # ¢ primszamok esetén az % + % Osszeg irredu-
cibilis!

¢) Hatarozd meg a p és ¢ primszamokat gy, hogy % + % = 576

2019°

Kocsis Attila Levente, Déva
Zajzon Csaba, Barot

Megoldds. a) 3 + 3 =
Ez reducibilis, mive
b) Tudjuk, hogy 1 +
van, a p és a q.
Ha a %’q" tort reducibilis, akkor a (p + ¢) oszthaté kellene legyen p
vagy ¢ primszamokkal.

— NN

egyszerisithets kettGvel.

% = %, valamint a p - g-nak két primosztoja

Ha (p + q)fp és tudva, hogy p'p, akkor ¢'p, ami azt jelenti, hogy
q = p, vagy q Osszetett szam. Ez nem felel meg a feltételnek.

Hasonloan igazolhaté az az eset is, amikor (p + ¢)iq.
c) % + % = 20 vagyis ’%;1 = 016 A ST0 tort ‘irreducibilis.
A b) alpont szerint a % tort is irreducibilis. Igy a fentiekbdl ko-

vetkezik, hogy p - ¢ = 2019.

2019 = 3-673 és mivel a 673 primszam kovetkeztetik hogy p = 3 és
q =673, vagy p =673 és q¢ = 3.
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4. Feladat. Az V. osztilyban a linyok szaménak a negyede ugyan-
annyi, mint a fitk szamanak az 6tode. Egy matekfelmérén senki nem
irta meg a 10-est, de 7-esnél gyengébb jegyet sem kapott senki. A jegyek
Osszege 271 lett. Hany lany és hany fia volt az osztélyban?

Csaszar Sandor, Csikmadaras

Megoldas.
A lehetséges jegyek: 7, 8 és 0.

Ezért legalabb 271 : 9 = 30 (maradék = 1), mig legfeljebb 271 : 7 = 38
(maradék = 5) tanul6 van.
A lanyok szama:

L
1

A lanyok szamanak (L) —1—
negyede:

egyenld a fiuk szdméanak ;
(F) otodével:

Igy a fitk szama:

A lanyok és fiuk egyiittes
létszama:

vagyis az osztaly létszdma egy 9-cel oszthatd természetes szam.

A 30-t6l 38-ig 1évd szamok koziil egyediili 9-cel oszthatd szam a 36
A lanyok szama: 36 : 9 -4 = 16.

A fitk szdma: 36 : 9 -5 = 20.

5. Feladat. Egy 2019 x 2019-es négyzet alaki, elemi négyzetekbdl
(mezdkbol) allo tablan van egy — a kozépss mezst is fed6 — négyzet
alaka 1006 x 1006-os letakart rész. A téblan csak fiigg6leges és viz-
szintes irAnyban lehet haladni. Nevezziik kenguruugrasnak azt a lépést,
amely soran vagy vizszintesen el6bb harom, majd azt kovetSen fiiggs-
legesen két mezét, vagy fiigg6legesen el6bb hirom, majd azt kévetGen
vizszintesen két mez6t haladunk.

Bejarhatjuk-e a le nem takart részt egyetlen kenguruval kenguruug-
rasokkal gy, hogy minden mez6t pontosan egyszer érintiink (érintett
mezdnek tekintjiik az ugras kiindulasi és érkezési mezejét), és az utol-
soként érintett mez6 kenguruugrasnyira legyen attol, amelyrél elindul-
tunk?

Palhegyi-Farkas Lészl6, Nagyvarad
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1. megoldas.

A tablat a sakktablahoz hasonlé médon kiszinezziik, példaul agy, hogy
a bal fels6 négyzet fekete legyen.

Mivel paratlan szdmu négyzetiink van, fekete mezébdl eggyel tobb lesz.
A letakart részben egyenld szamu fekete és fehér mezd van.

Tehat a kenguru egy olyan tartoményban ugralhat, ahol fekete mez&bdl
eggyel tobb van, mint fehérbdol.

A kenguru ugréskor fehér mezorol feketére, mig feketérdl fehér mezére
keriil.

Eszrevessziik, hogy:

e az els§ ugras utan a kiindulési és az érkezési mezd szint valt, az
érintett mezdk szama 2;

e a méasodik ugras utan a mezg§ szine ugyanolyan, mint a kiindulasi
mezGé, az érintett mezbk szdma pedig 3-ra nd;

e és igy tovabb. ..
Mindez azt jelenti, hogy:

e paratlan sorszami ugras utan az utolsé érintett mezs szine eltér
a kiindulési mez6étsl, valamint az ugrasok sorén érintett mezék
szdma pAaros;

e pAros sorszamu ugras utan az utolsé érintett mezd szine megegye-
zik a kiindulasi mez6ével, mig az titvonal mentén érintett mezsk
szama paratlan.

Mivel a kenguru az ugrésai soran paratlan szami mez6t kell érintsen,
dtvonalat péaros szamu ugréssal kellene bejarja, amely végén a kiindu-
lasi mez6 szinével megegyezs szind mezdre kellene 1épjen.

Ahhoz viszont, hogy kenguruugrasnyira legyen a kiindulasi mezG6tdl,
utolsé 1épése soran ellenkezd szind végss mezdre kellene érkezzen. Ezért
a kérdéses bejaras lehetetlen.

|
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VI. osztaly

1. Feladat. Az a, b, ¢ és d olyan nullatol kiilonb6z6 természetes szamok,
amelyekre
a 2 b 4 c 6
T3 5 % oaTT
Hatarozd meg az a, b, c és d természetes szamokat a kovetkezs esetek-
ben:
a) a+b+c+d= 315
b) az a szam 50 %-4nak, a b szam 40 %-4nak, a c szam 30 %-4nak
és a d szam 20 %-anak az Osszege 168.

(***)

; a _b b _casc_d
Megoldds. a) § =35, ;1 =¢€és ==
Az els6 ardnypar nevezdit szorozzuk 4-gyel, a masodik nevezdit 3-
mal
b c

ﬁ a —_——m— — =
8~ 12 © 15°
Az aranysor nevezsit szorozzuk 2-vel, a harmadik aranypar nevezgit

pedig 5-tel

16 24 30 35
a = 16k, b = 24k, ¢ = 30k és d = 35k = 16k + 24k + 30k + 35k =
315 =k =3.
a=16-3=48, b=7T2 ¢ =90 és d = 105.

50 40 30 20 _
b) 16k - 29 + 24k - 29 + 30k - 30 + 35k - 20 = 168.

100
8k + 9,6k + 9k + 7k = 168 = 33,6k = 168 = k = 5.
a=16-5=280,b=120,c =150 és d = 175. |

2. Feladat. Melyik abran tolthetSk ki a fehér négyzetek az 1,2,3,...,8
szamokkal tgy, hogy minden szadmjegy pontosan egyszer szerepeljen,
és minden sorban illetve minden oszlopban, tovidbba mindkét atlon a
szamok Osszege ugyanannyi legyen? Irj fel egy megoldast, ha létezik!
Amennyiben nem létezik ilyen kitoltés, bizonyitsd be, hogy miért nem!
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L .

1. ébra 2. abra
Durugy Erika, Torda

Megoldas. A szémok Osszege 1 +2+3+...+8=8-9:2 = 36.

Egy sorban vagy oszlopban vagy atlén levs szamok Gsszege 36 : 3 =
12.

12=8+4+4=7+5 = a 12 csak kétféleképpen irhato fel két szam
Osszegeként az 1,2,...,8 szamok koziil.

Az 1. abran a sotét négyzetet tartalmazo sorba, oszlopba és atloba
pontosan két szamot kell irni.

Ezek Osszege 12 kell legyen, ez nem lehetséges.

A 2. dbra a kért feltételekkel kitolthets. Egy ilyen kitoltés az alabbi

7 3
2 46
3 8 1

Egy helyes kitoltés
|

Megjegyzés. Ha nincs helyes kitoltése, a 2. dbranak, akkor 2 pont
adhato arra, ha megindokolja, hogy csak egy sorba és egy oszlopba kell
két-két szamot irni gy, hogy az Gsszegiik 12 legyen.
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3. Feladat. Az OA;,0A5,0As,...,0Ag olyan egyméstol kiilonb6z6
félegyenesek, amelyekre ATO\AQ = Aﬁg = A?O\A4 =..= A@g
és A;0Ag = 180°.

a) Hany szoget hataroznak meg az adott félegyenesek?

b) Széamitsd ki az a) pontban kapott szogek mértékének Gsszegét!

(***)

Ag
Az

7u As

Ag

Megoldds. a) AjOAs, AyOAs, ..., AsOAg szogek .. .8 darab;
A10A3,AsOAy, ..., A7O Ay szidgek ... 7 darab;

A10Ag, AsO Ag szdgek .. .2 darab;
Az A10Ag s706g két irdnyba vehetd fel ... 2 darab.
Minden eset 0,5 pontot ér, dsszesen
A szogek széma: 8 +74 ... +3+24+2=237.
b) Legyen A;OAy = u = u = 180° : 8 = 22°30/.
Az u mértéki szoghbdl 8 darab, a 2u mértékibdl 7 darab,
..., & Tu mértékibdl 2 darab, a 8u mértékibdl is 2 darab van.
Ezek Gsszege:
S=8u+7-2u+6-3u+5-4u+4-5u+3-6u+2-7u+2-8u = 128u.
S =128 -22°30" = 2880°.
|

Megjegyzés. 36 szoggel valo helyes szamitas esetén maximalisan 9,5
pont érhetd el.
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4. Feladat. Az abréan lathato ABC és DEF haromszogekben A=D
és B=E. Tudjuk, hogy az AC oldal a DE és DF oldalakat az M és
N pontokban metszi, a BC oldal az F'D és FE oldalakat a P és @Q
pontokban metszi, az AB oldal pedig az ED és EF oldalakat az S és
R pontokban metszi.

a) Igazold, hogy MNP = fQ\R = RSM !

b) Ha tudjuk, hogy SMN + ]VPT) + @ = 330°, szamitsd ki az
MNP mérteket!

D

Simon Joézsef, Csikszereda

Megoldds. a) Az AMS és DMN haromszdgekben A = D és AMS =
DM N (cstcsszogek) = a harmadik szogiik is kongruens, azaz ASM =
DNM.
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RSM = m, mert az el6bbi kongruens szé')ggk kiegészits szogei.
Az ABC és DEF héaromszogekben A= D és B=FE = C= F
Ugyanigy a CN P és FQP haromszogekben C=FésNPC = QPF
(cstcsszogek) = — CNP= FQP
Ezek k1egesz1to szogel MNP = PQR = M1 MNP = PQR RSM.
b) MNP = PQR RSM = ASM =CNP = BQR
SMN = A+ ASM
NPQ=C+CNP
QRS = B+ BQR
Az egyenlosegek megfelelo oldalait Gsszeadva, azt kapjuk, hogy:
SMN + NPQ + QRS = A+B+c+m+07v73+§éﬁ%
Az adatokat behelyettesitve: 330° = 180° + 3 - CNP = ONP =
50°.
Ennek kiegészitG szoge: MNP = 130°.
[

5. Feladat. Szakértsk egy gyermektabor kibgvitésén dolgoztak. Ter-
vezésiik szerint 30 munkas 90 nap alatt tud felépiteni egy iidiilghazat.
Miutan 30 munkas 10 napot dolgozott, érkezett 10 munkas segiteni.
Veliik egyiitt dolgoztak 10 napot, majd 20 munkis eltavozott. Az ott
maradt munkéisok 10 napon at folytattak a munkat, majd jott még 5
munkés. Veliik egyiitt dolgoztak 10 napot, majd csatlakozott hozzajuk
még 6 munkas. Ebben az dsszetételben addig dolgoztak egyiitt, amig az
iidiilshaz elkésziilt. A munkasok egyformén jol dolgoztak. Mennyi id6
alatt késziilt el az iidiiléhaz?

Simon Joézsef, Csikszereda

Elsé megoldds. 1. szakasz: 10 napot dolgoztak, a 30 munkisnak maradt
80 napi munkéija.
II. szakasz: érkezett 10 munkés:
30 munkas ......coceeennnnn. 80 nap
40 munkas ................... Z nap
Mivel a munkasok szdma és a munka elvégzéséhez szﬁkseges idg
forditottan ardnyos mennyiségek =—> a 40 munkis = = 30 80 = 60
napot kellene dolgozzon.
10 napi munka utédn 40 munkasnak még 50 napi munkéija maradt.
II1. szakasz: eltavozott 20 munkés:
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40 munkas ......ccceeeeerens 50 nap 4050 __ .
20 MUNKkAS ....cooeeeuvennnee. y nap } =y = "5 = 100napot kéne
dolgozzon.

10 napot dolgoztak, hatra van még 20 munkéisnak 90 napi munkéja.
IV. szakasz: érkezett 5 munkés:

20 munkas ......cccceeeeeeees 90 nap _20.90 __
25 munkas ........ccccuee. z nap } = 2= 75 = 72napravan
sziikség.

10 napot dolgoztak, hatra van még 25 munkéisnak 62 napi munkaja.

V. szakasz: érkezett 6 munkas:
25 munkas .......coceeee 62 nap } . 2562

31 munkas .......coeoeeen. t nap 1. — 00 nap alatt
fejezik be. Osszesen 10 4 10 + 10 + 10 + 50 = 90 napot dolgoztak. M

Madsodik megoldds.

30 munkas ............... 10 nap ...cccevvenen. Lyész
10 munkas ............... 10 nap «.coevevennnnn. 2;?7 rész
5 munkas ............... 10 nap ...cocevvenn. 5—14 rész
I. szakasz: 10 napot dolgoztak:
30 munkas ............... 10 nap ..ccvvvnennnn. % rész
I1. szakasz: érkezett 10 munkas és 10 napot dolgoztak:
40 munkas ............... 10 nap ..cccoevnnnnnn. % + 2% rész.

ITI. szakasz: eltdvozott 20 munkas és 10 napot dolgoztak:

20 munkas ............... 10 nap ..ccccevnennnn. 237 rész
IV. szakasz: érkezett 5 munkas és 10 napot dolgoztak:
25 munkas ............... 10 nap ..ccccevvennnn. 2—27 + 5%1 rész.
Eddig elkeésziilt % + % + 2—17 + 2—27 + % + i = % rész, maradt % rész.
V. szakasz: érkezett 6 munkis = 31-en dolgoztak végig.

30 munkas ............... 10 nap ..cocevveeene. % rész 311

r = —Jw== =
31 munkas ............... 10 nap ..ccvevevenenes T 1ész 30
% rész.
31 munkas ......c........ 10 nap ..coceeveennnn. % rész .
31 munkas ............... Y NAD weenrereeerens £7 Tész
.31 )

y=225 =10 1. 270 — 50 nap alatt fejezik be.

270

Osszesen 10 4 10 + 10 4 10 + 50 = 90 napot dolgoztak.
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VII. osztaly

1. Feladat. a) Ird fel a 4 és az 505 szdmok szamtani és mértani ko-
zéparanyosat, majd helyezd ket névekvs sorrendbe!
b) Igazold, hogy

V2018 /2019 n V2020 < 3
1011 676 509 2

Hodgyai Edit, Micske

Megoldds. a) A kovetkezdket ekvivalens egyenlStlenségeket irhatjuk fel

4+ 505 509 8080 259081
V4505 < +2 \/2020<7 T< 1

b) Az igazolandé egyenlétlenséget ekvivalens modon atalakitjuk és
rendre a kovetkezdket kapjuk:

V2018 /2019 N V2020 .3
1011 676 509 2
V21009 V3-673  V4-505 _ 3
2+1009  3+673 44505 2
Az a) ponthoz hasonléan igazolhat6 hogy
V2 -1009 V3673 v4-505 1

1 1
< < <o
2+1009 2 3+673 2 44505 2

Ezek alapjan pedig

V2-1009  +/3-673 \/4-505<1
2+ 1009 3+673 4+505 2

2. Feladat. Hatarozd meg az Osszes olyan n természetes szamot,
amelyre ' = 1" + 3™ + 5" + 7" + 9" primszam!

dr. Bencze Mihaly, Brasso
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Megoldds. 1) Az E = 1"43"+5"+7"4+9™ utols6 szamjegyeit vizsgéalva:
uim) = 1; U@3™) € {1,3,7,9}; U(B™) = 5; U(7T) € {1,3,7,9} és
U9 € {1,9}.

A kovetkezdket irhatjuk:

ha n =4k + 1, akkor U(E)
ha n =4k + 2, akkor U(E)
ha n = 4k + 3, akkor U(FE)

)
)
5

Mindharom esetben E oszthaté 5-tel. Mivel E primszam, igy £ = 5. Ez
be is kovetkezik az n = 0 esetben. Ez el6bbiek alapjan az is kovetkezik,
hogy E > 5.

2) Jeloljik Ms-mal a 3-mal oszthato természetes szamok halmazat.
Ha n = 4k, akkor

E=14M;+ (61" 4+ (6+1)*" + My
=1+ Ms+ (Ms+1)+ (Ms+1)+ Ms = Ms.

Azt kaptuk, hogy n = 4k esetben E oszthatdé 3-mal. De E prim és
nagyobb vagy egyenld, mint 5 igy a feladatnak az n = 0 megoldason

kiviil nincs més megoldésa.
|

Megoldds az elsd részre, ha n = 2k + 1. Jelolje M5 az 5 tobbszorosei-
nek halmazat. Ekkor

E=1+(5-2)%"" 4 M+ (5+2)% 4 (10 — 1)%kF!
=1+ (Ms —2%**1) + My + (M5 + 2***1) + M5 — 1 = Ms.

Ezek alapjan F > 5. Han = 0, akkor E = 5 prim. A (2) pontban leirtak
igazak n = 2k esetben alapjan az n = 0 az egyetlen megoldas. ]

3. Feladat. Boldizsar 216 egyforma sarga szind kis kockat Osszera-
gasztva egy nagy tomor kockat készitett. Ezutan a lapjait piros, kék és
z0ld szintre festette ugy, hogy a szemben 1év6 lapok ugyanolyan szind-
ek legyenek. Szaritas utén a kockat véletleniil elejtette igy az, az eredeti
kis kockéira hullott szét. Nem adta fel, kisebb mérett, tobb darabbol
allo, tomor kockakat ragasztott Ossze bel6liik.
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a) Legtobb hany olyan haromszint kockat készithetett, melyeknek
szemkozti oldalai ugyanolyan szintiek?

b) Osszerakhato-e tobb egyszint, kiilonboz6 mérett, nagyobb tdmor
kocka a 216 széthullott kis kockabol ugy, hogy minden kockét felhasz-
naljunk?

¢) Igazold, hogy barmely k pozitiv egész szam esetén 63 felirhato
harom teljes kdb Gsszegeként!

Zay Eva, Zilah

Megoldds. A legtobb kockat akkor kapjuk, ha 8 kis kockat rakunk na-
gyobb kockava Ossze.

Héromszini kockat olyan kis kockakbol rakhatunk ki, melyeknek
harom szomszédos oldala paronként kiilonb6zs szint. Az eredeti (nagy)
kockanak a csiicsaiban voltak ilyenek, a sarokkockdkbdél pont Gsszejon
egy 1j kocka.

Azok a kockak is szamba jonnek, melyek harom oldala koziil ponto-
san kett6 volt lefestve, hisz az eredeti, sarga szint is figyelemebe véve,
ezek is haromszintek.

Azt kell megszamolnunk tehat, hogy az eredeti nagy kockaban hény
olyan kis kocka volt, melynek két szomszédos oldalat lefestették. Ezek
szama: piros-kék kockabol 16, kék-zold kockabol 16 és piros-zold kocka-
bél szintén 16. Mindenik tipusbdl 2, 6sszesen 6 kockat kapunk.

Tehat legtobb 7 ilyen kocka rakhato ki.

a sargan kiviil 2 szin (egy élen 4 darab)

| a sargan kiviil 3 szin (8 darab)
\\\\/

b) Igen: minden kocka felhasznélhato, hisz nincs olyan kocka, mely-
nek ne lenne legalabb 3 szomszédos sarga oldala. Felirhato, hogy 33 +
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43 + 53 = 63. Kiilonb6z6 méretii kockikhoz rendre 27, 64,125 kocka,
vagyis Osszesen 216 kocka sziikséges.

c) Az allitas k = l-re igaz. k > 2 esetben k = n + 1, ahol n > 1.
Ekkor

63(n+1) — 63n+3 — 63 . 63n — (33 + 43 + 53)63n
=(3-6")3+(4-6")3+(5-6")3

4. Feladat. Horcsogh tr biiszke fiaira, egyformén dolgozé, szorgalmas
horesogfink. Egy nap a tanyajuk kozelében, az odajuktol egyforma té-
volsagra két halom buzat talaltak. Az egyikben kétszer tobb buzaszem
volt, mint a méasikban.

Horesogh ur a fiaira bizta a halmok beszallitasat. Mindannyian a
nagyobbik halombdl kezdték hordani a buzat. Egy ora elteltével a fiak
fele d4tment a kisebbik halomhoz és onnan szallitotta tovabb a buzat
az oduba. Ujabb egy ora elteltével a nagyobbik halom betakaritasaval
végeztek, és mindenki megpihent. Kozben kiszamoltak, hogyha harom
horesogfin még két 6rat dolgozna, minden buzaszem betakaritasra ke-
riilne.

a) Hany fia van Horcsogh trnak?

b) Ha a horesogfiuk pihend nélkiil, mindannyian tovabb dolgoznak,
még mennyi idére lett volna sziikségiik a teljes betakaritashoz?

Csaszar Sandor, Csikmadaras

Megoldds. A feladat szovegébdl kideriil, hogy a fitk szdma péros.

Jeloljiik a fitk szamanak felét x-szel. Legyen egy egység az z fia
altal 1 o6ra alatt behordott biizamennyiség. Ekkor elmondhatjuk, hogy
az els6 oraban a nagyobbik halombél 2 egységnyi, a masodik 6raban 1
egységnyi buzat hordtak el, ekkor a nagyobbik halommal végeztek is.
Tehat a nagyobbik halomban 3 egységnyi btiza volt.

A maésodik ora alatt a kisebbik halombdl is elhordtak egy egységnyi

buzat. Maradt tehat fél egységnyi a kisebbik halombdl, hiszen a kiseb-
bik halom kétszer kevesebb buzat tartalmazott, mint a nagyobbik.
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A fél egység elhordasdhoz 3 fiu két 6ranyi munkaja kellett, az egész-
hez 12 fin egyoéranyi munkaja.

A fiak felének szama 12, tehat Horcsogh urnak 24 fia van.
b) A 24 fia 8-szor kevesebb ids, 15 perc alatt hordta volna be a
maradék buzat.
|

Megjegyzés. A feladat abrazolas moédszerével is megoldhat6é. Ekkor
egy egység buza legyen egy fél éra alatt a fiuk fele altal behordott
bizamennyiség. Ekkor 2 6ra alatt 8 egység buzat hordtak be, ezt 24
szorgos horcsogfiu tehette. Ha 3 fia két éra alatt, akkor 24 fit 8-szor
kevesebb id6, 15 perc alatt hordta volna be a maradék bizéat.

1 egység = L 6ra alatt, a fitk fele altal behordott biizamennyiség

P

elsé ora mésodik éra

nagy halom :

kis halom . 0
<>

2 6ra alatt 3 fia altal
behordott bizamennyiség

5. Feladat. Az ABC haromszogben F' az AC szakasz, E pedig a BF
szakasz felez6pontja. Legyen AE N BC = {G} és FGN AB = {D}.
Igazold, hogy:

a) EG = L AF;

" (4] =150

¢) G az ACD haromszig silypontja;
d) Tercy _ 1

TABCA 12°

Simon Joézsef, Csikszereda

92



II. OMMO — XXIX. EMMV, Szatméarnémeti, 2019

Megoldds. Tekintsiik a mellékelt abrat.

By
LIS

a) Legyen FP||AG P € BC. Az AGC haromszigben [F P] kzépvonal,
ahonnan F'P = A

A BFP héromszogben EG||F P, vagyis az [EG] kézépvonal, ahon-
nan EG = F E

Igy EG = 49 ahonnan EG = 7AE.

b) L. megoldas

Legyen BR||AG, vagyis FBR haromszoghen [EG] kiézépvonal,
ahonnan BR = 2EG

Mivel EG = , igy azt kaptuk, hogy BR = TG

Viszont azt is tudJuk hogy BR||AG, tehat [BR] k
haromszdgben, ahonnan [AB] = [BD].

IT. megoldés: Az ABC haromszogben D, G és F kollinearis pontok,

ahol D € AB,G € BC és F € AC. Menelaosz tételébsl kovetkezik,
h DA GB  FC _{
O8Y DB GC " FA

Ebbe behelyettesitve 24 - 1.1 =1, ahonnan DA = 2DB, vagyis
AB] = [BD].

¢) Az ADC haromszogben [BC| és [DF] oldalfelezék, BC N DF =
{G}, ahonnan koévetkezik, hogy G az AC'D haromszog sulypontja.

d) Mivel EF = 1BF és BG = 1BC’ igy Tprg = *TBFG, valamint
Tprc = 3Tsrc- Ahonnan Terc = tTsra.

Ozépvonal a DAG

Tpra _ 1

Valamint tudjuk, hogy Trpc = §TABC, vagyis 7S = 55
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VIII. osztaly

1. Feladat. Az n € N* természetes szamot szerencsésnek nevezziik,
ha n? felirhaté n darab egymésutani természetes szam &sszegeként.
Bizonyitsd be, hogy:

1) a 13 szerencsés szam;

2) egy nullatol kiilonbozs természetes szam akkor és csak akkor
szerencsés, ha paratlan!

dr. Bencze Mihaly, Brasso

Megoldds. 1) Ha a 13 szerencsés szam, akkor létezik olyan a € N*,
amelyre
133 =a+(a+1)+(a+2) 4+ (a+12)
=13a + 6 - 13.

Innen kovetkezik, hogy 13 = a+ 6, tehat a = 7. Osszegezve, igazoltuk,
hogy a 13 szerencsés szam és

132=74+849+---+19.

2) A k € N* akkor és csak akkor szerencsés, ha létezik olyan a € N*|
amelyre
K=a+(@+1)+(a+2)++(a+k-1)
k(k—1

kE—1
A fenti Osszefiiggés alapjan k& = a + — Mivel k,a € Z, innen

k—1
kovetkezik, hogy — € Z.

Ez viszont csak akkor lehetséges, ha k paratlan. Osszegezve, a k € N*
akkor és csak akkor szerencsés, ha létezik n € N, amelyre k = 2n+1 és
ebben az esetben

BP=02n+1)?=M0n+1)+n+2)+ -+ Bn+1).
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2. Feladat. Az ABCDA'B’'C'D’ kocka éle 4 cm. A BB’ és CC’ éleken
felvessziik az E és F' pontokat tgy, hogy AE =5 cm és AF = 6 cm.
Hatarozd meg az (AEF) sik és a kocka sikmetszetének kertiletét!

Csaszar Sandor, Csikmadaras

Megoldds. Kiszamitjuk az E'F szakasz hosszat. Az ABE, illetve ACF
haromszdgekben Pitagorasz tételébdl kdvetkezik, hogy EB? = AE? —
AB? és FC? = AF? — AC?, tehat

EFEB=3cm ¢é FC=2cm.

Megszerkesztjiik a B'C’-tel parhuzamos szakaszt az E ponton keresztiil,
amely a CC”’ élet a H pontban metszi. Ekkor a H F szakasz hossza EB—
FC = 1cm. Az EHF héromszég H-ban derékszogt, tehat EF? =
FH? + EH? és igy EF = /17 cm. Megszerkesztjiik az (AEF) sik és
a kocka sikmetszetét.

B’ o

G

Legyen EFNBC = {G} és AGNDC = {I}. Az I és F pontok a (DCC")
sikban helyezkednek el, tehat a keresett sikmetszet az AI F'E négyszog.
Kiszamitjuk az Al és F1I szakasz hosszat. Az EBG haromszogben a
hasonlésdg alaptételébsl kévetkezik, hogy $< = L& ahonnan szar-

maztatéassal
GC B FC
GB—-GC EB-FC’
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Innen kévetkezik, hogy BC = GB — GC, tehat GC = 8 cm. Masrészt
AB? + BG? = 122 4+ 42, tehat AG = 410 cm. Az ABG ha-

AG? =
romszogben IC||AB, a hasonlosag alaptételébdl tehat kovetkezik, hogy

AG GB AB
IG ~ GC ~ ICT
Szarmaztatassal AC‘?GIG =G BG_BGC, ahonnan T\C = 12 vagyis AI =
W0 e, Vegiil 1C = gAB - g =22 cm. Mivel FI||EA, hasonl6
modon FI = 2EA = 3
Osszegezve a kapott eredmenyeket,

Kpppr=AE+EF +FI+ 1A= <8 +M+\ﬁ>cm

3. Feladat. Az a,b,c,d valés szamok esetén legyen
P =ab+ ac+ ad + bc+ bd + cd.

1) Fejezd ki az (a—b)?+(a—c)?+ (a—d)?>+(b—c)?+ (b—d)* + (c—d)?

Osszeget csak az S és P segitségével!
) Ha S = 4 és P = 6, akkor hatérozd meg az q2019 452019 42019 4 42019

S=a+b+c+d és

értekét!
dr. Bencze Mihaly, Brasso

Megoldds. 1) Irhatjuk, hogy
(a—c)?+(a—d)?*+b—c)*+(b—d)?*+ (c—d)?

E=(a—0b)*+
2(ab + ac+ ad + be + bd + cd)

=3(a* +b* +c2 +d*) -

=3(a+b+c+d)?—8(ab+ ac+ ad + bc + bd + cd)

=357 - 8P.
2) Ha S = 4 és P = 6, akkor az 1)-es alpont alapjan E = 0, viszont ez
csak akkor lehetséges, ha a = b = c=d = 1. Innen kovetkezik, hogy
2019 4 p2019 | (2019 | 72019 _ 4 n
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4. Feladat. A gyereknapon 17 gyerek koziil mindenki jatszik egy ja-
tékot mindegyik tarsaval. Sorshuzéssal dontik el, hogy sakkot, teniszt
vagy amgébat. Mutasd ki, hogy van hérom olyan gyerek, aki egymas
k6zott ugyanazt a jatékot jatszottal

Zakany Monika, Nagybanya
Toth Csongor, Szovata

Megoldds. Egy gyereket kivalasztva, 6 16 méasik gyerekkel jatszik. Ek-
kor a skatulyaelv alapjan biztos, hogy ez a gyerek 6 jatszméban ugyan-
azt a jatékot jatszotta, mivel 3.5 < 16. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltételezhetjiik, hogy ez a jaték a sakk volt. A 6 gyerek koziil
ha van kett, aki egymas kozt sakkot jatszott, akkor megvan a keresett
harmas.

Ellenkezs esetben a hat gyerek egymas kozt amdébat vagy teniszt
jatszott. E hat didk koziil az egyik legalabb hdrommal ugyanazt a jaté-
kot jatszotta (mert 2 -2 < 5, és ismét feltételezhetjiik, hogy ez a jaték
az. améba volt. Most ebbdl a hdrom gyerekbdl ha ketten amébaztak
egymaéssal, akkor ismét megvan a keresett harmas,
kiilénben pedig harom gyerek teniszezett az egymas kozti jatékokban.
Ebben az esetben is megvan a keresett harmas. |

5. Feladat. Az ABC egyenl§ szaru derékszogl haromszog BC' atfogod-
jan felvesziink egy P tetszéleges pontot. Az APC haromszog koré irt
kor kozéppontjat jelolje M, és legyen N az M pont AP szerinti szim-
metrikusa.

1) Igazold, hogy az AN PM négyszog korbeirhato!

2) Hol kell elhelyezkedjen a P pont agy, hogy a BC oldal az ANPM
négyszog koré irt kor érintGje legyen?

3) Mutasd ki, hogy az N pont az APB haromszog koré irt kor kozép-
pontjal

Toth Csongor, Szovata

Megoldds. 1) Legyen AP N MN = {O}. Mivel MA = MP és MO L
AP, ezért MO az AP szakasz felez6merslegese. Tehat AO = OP,
MO =ON é MN L AP, és igy az AN PM négyszog rombusz.

Ugyanakkor az ACP az AP korivhez tartozo keriileti sz0g, ezért
(AP) =2 m(ACP) = 90°. Masrészt, AMP az AP kirivhez tartozo
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kézépponti szog, tehat m(A/]\ﬂD) = m(AAP) = 90°.
Az el6bbiek alapjan az AN PM négyszog négyzet, tehat korbeirhato.

B

2) Ha BC érint8je az AM PM koré irt kornek, akkor OP | BC'. Innen
kovetkezik, hogy AP 1 BC. Viszont AB = AC, ezért AP oldalfelezd,
tehat P a BC oldal felezGpontja.

) Az ANB és AMC héromszogekben AB = AC, AN = AM és
BAN = CAM ahonnan kapJuk hogy ANBA = AMCa, Vagyls BN =
MC. Masrészt, m(BAN) = m(CAM) = 90° — m(NAC’) Felhasz-
nélva, hogy MA = MP = MC, hogy ANPM négyzet, illetve, hogy
BN = MC, kovetkezik, hogy BN = AN = PN. Ez viszont azt jelenti,
hogy N az APB haromszog koré irt kor kdzéppontja. |
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IX. osztaly
1. Feladat. Igazold, hogy Vn € N, n > 2 esetén

[\/n2+n+1+\/n2+2n+4+\/n2+3n+3} — 3043,

ahol [z] az x egész részét jeloli!
dr. Bencze Mihaly, Brasso
Megoldds. Tudjuk, hogy barmely n € N;n > 2 esetén

V2+n+l+vVn2+2n+4+vVn2+3n+3=

- (n+;)2+<‘§>2+ (n+1)*+3+ (n+2>2+<*§>2

1 3
zntgtntldndtd o =3n+3

valamint

ViZ+n+l+vVn2+2n+4+Vn2+3n+3<

<3\/n2—|—n—|—1—|—n2+2n+4—|—n2+3n—|—3 B
— 3 -

:3\/n2+2n+§<3n+4.

Vagyis 3n+3 < vn2 +n+1+vn2+2n+4+vn?2 +3n+3 < 3n+4,
barmely n > 2 természetes szdmra, ahonnan

[\/n2+n+1+\/n2+2n+4+\/n2+3n+3} =3n+3
|

2. Feladat. Az ABC haromszog sikjaban felvessziik az E és M pon-
i AE =$.AC ¢ B =0
tokat tgy, hogy AL = - AC és k- AM +3-BM +m-CM = 0, ahol

k,m e N*.

a) Hatarozd meg a k és m természetes szamokat, amelyekre a B, M
és E pontok kollinearisak!

b) Tudva azt, hogy k = 2, m =3 és AM N BC = {P}, szamitsd ki
az ACM és MC P haromszogek teriileteinek az aranyat!
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Matefi Istvan, Marosvasarhely

Megoldds. a) Tekintsiik a mellékelt abrat.
A

Az ﬁ = g : ﬁ feltételbdl, valamint az ardnyparok szarmaztatési tu-
A : A .
£ =2 illetve az 22+ = 25 ardnyokhoz

lajdonsagabol rendre az 47 =
4E _ % egyenlGséget kapjuk. Kovetkezésképpen az

jutunk, ahonnan az 75 =

3
ME— ' MA+_2 .30

1+3 1+3
Osszefiiggéshez jutunk, amibdl az
2
Mﬁ:g 1\72+%M8 (1)
egyenlséget nyerjiik.
Ugyanakkor a k - m +3- B—]\>4 +m - C’—]\>4 = 6> feltételbdl a
BM = g MA+ gm 2)

egyenldséget kapjuk .
A B, M és FE pontok kollinearisak, ha létezik @ € R* szam 1ugy,

hogy
BM —a- ME. (3)
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Az (1)-es, (2)-es és a (3)-as Osszefiiggésbdl a

ETA TN = 2 A 5 e

5

—
egyenldséghez jutunk. Az M A és M (2 vektorok nem kollinearisak, igy

Tehat a 2m = 3k egyenlGséghez jutunk. Kovetkezésképpen a keresett
szamok k = 2a, iletve m = 3a alakaak, ahol a 6 R*.

b) Ha k =2 és m = 3, akkorafgesBM ~]\ﬁ.Felirvaa

BEC haromszogben az A, M és P pontokra Menelaosz tételét, a

BP CA EM _
PC AE MB
egyenldséget kapjuk, ahonnan a 25 - 2.3 = 1 gsszefiiggesbsl a 25 =1

ardnyt kapjuk. Ha az APC héaromszogben a B, M és E pontokra is
felirjuk a Menelaosz-tételt, az

EC CP MA 2 1 MA MP
aranyt kapjuk. Kovetkezésképpen
Tancs 3+ AM-d(C,AM) _s
Tyvpca 5 -MP-d(C,AM) ~

3. Feladat. Legyen (an)n>1 egy szamtani haladvany és (bp)n>1 egy
mértani haladvany. Szamitsd ki:

a) Z(n—k—i—l)ak,
k=1

b) > (n =k + 1)by.

k=1

dr. Bencze Mihaly, Brasso
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Megoldds. a) Jeloljiik a szamtani haladvany allando6 kiilonbségét r-rel.
Ekkor

n

Z(n—kJrl)ak:na1+(n71)a2+~~~+2an_1+an
k=1

=ay+ (a1 +ag) + (a1 +ag+az) + -+ (a1 +az+ - +ay)

(a1+a2+~-~+ak):ZM:Zk(2a1+(/€—1)r)

k=1 k=1 2 k=1 2
B - e _ n(n+1)  nm?-1)r
—algkﬁ’iék(k*l)—al 9 + 6
n(n+1) (n—1r nn+1) (2a; + (a1 + (n— 1)r)
ZQG”+ 3 )Z 2 ( 3 )
n(n+1)(2a1 + ay,)
- .

b) Jeloljiik a mértani haladvany é&llando6 kiilonbségét ¢-val. Ekkor,
ha ¢ # 1 irhatjuk, hogy

S (n—k+1Dby=> (br+by+---+by)
k=1

k=1

- bl(l_qk) b1 - K
= = 1—
k; p— 1_qu:1( )

by q—q"t
= n —
1—¢ 1—g¢

_bhi(n—(n+1)g+q"™)
(1-q)?

Ha g = 1, akkor

n

}:Ulk+UMZn§:mk+1)m<ﬁ7wi“u+n>

k=1 k=1
_bin(n+1)
= 5 )
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4. Feladat. Oldd meg a valos szadmok halmazan a kovetkezs egyenletet

n T n x? 64
x = —,
r—1 x22—2+1 7

Kovéacs Béla, Szatmarnémeti

Megoldds. A létezési feltétel x # 1.
Legyen x + —%5 =t = ;.

Ekkor
2
x2 - :cw_l - t
2—r+1 =2 _q1 t-1
x—1

Igy az egyenlet a kovetkezd alakra hozhato:

t 64
tt — = —

t2 — 64t + 64 =
P - — 7 64t 4 6 0,

melynek gyokei 8 és %.
Az elss esetben, visszatérve a helyettesitéshez kapjuk, hogy

[ =8 = 2?8 +8=0 = z € {4—-2v2,4+2V2}.
-

A masodik esetben pedig mx—jl = %, ahonnan a 722 — 8z + 8 = 0 egyen-
lethez jutunk, melynek nincsenek valos gyokei.
Tehat az adott egyenlet valos megoldéasai az ©, = 4 — 2/2 valamint
az ro =4+ 24/2.
|

Megjegyzés. Kozos nevezlre vald hozassal és atalakitasokkal rendezve
az egyenlet

7ot — 64x% + 12822 — 1287 + 64 = 0.

Ez szorzatta alakitva (22 — 8z + 8) (722 — 8z + 8) = 0 egyenlethez ju-
tunk. Ezeken kiviil a 1étezési feltétel 1 pontot, a megoldéasok targyalasa
pedig 2-2 pontot ér.
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X. osztaly

1. Feladat. Oldd meg a 3% - 2% + 2% - 3% - 4% + 107 - 5% = 49 . 222
egyenletet a valos szdmok halmazan!

Zay Eva, Zilah

Megoldds. Az egyenlet akkor értelmezett, ha x # 0. Ekkor a kovetkezs
alakba irhaté:

67 .8+ + 6% -87 + 10"+ = 196.
Ha = < 0, akkor
0<6% 8% +6+-8°+10°Ts <1+1+1=23<196

Most tekintsiik az = > 0 esetet. Vegyiik észre, hogy = = 1 megoldas,
mert 6 -8+ 8- 6+ 102 = 196.

Tovabba
(6“0-8% +6% -sx) £10°FF > 267 8% -6 .87 4 107 % =
—2V67F 5 - 87FE 4107 % > 2v/62 - 82 4 10% = 196.
A fenti szamolasokban felhasznaltuk a szamtani és mértani kdzépara-
nyosok kozotti egyenlGtlenségeket, illetve azt, hogy = + % > 2, minden
x > 0 esetén, ahol egyenlGség csak x = 1 esetén all fenn.

Ezek alapjan z = 1 az egyetlen megoldasa az egyenletnek. |

2. Feladat. Adott az n nullatol kiilonbozs természetes szam. Az
f: R — R fliggvényre teljesiil, hogy

7zt 5 SStlr-1<] )+
T ony2) =T E TSI TS ) Ty

n
1
barmely x € R esetén. Igazold, hogy E f () =0.
Pt kE(k+1)

dr. Bencze Mihaly, Brasso
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Megoldds. A bal oldali egyenlétlenségben = + 5—— +2 = u jelolést alkal-
mazva azt kapjuk, hogy f(u) < (n+1)u — 1, minden u € R esetén.

A jobb oldali egyenlGtlenséghen = — ﬁ = v jeldlést alkalmazva
azt kapjuk, hogy f(v) > (n+ 1)v — 1, minden v € R esetén.

Ezek alapjan f(xz) = (n+ 1)z — 1, minden x € R esetén. A kovet-
kez6ket irhatjuk:

> 1 () - 2 (R 1) ~ 0 0 Y g

k=1

3. Feladat. Oldd meg a valés szdmok halmazan az alabbi egyenleteket;:
a) logs(z + 3) = logs(z + 5);
b) (x + 3)1°835 — 2 = (z + 5)lo8s 3,

dr. Bencze Mihély, Brasso

Megoldds. a) Az egyenlet akkor értelmezett, ha v +3 >0ésx+5 > 0,
vagyis ha x € (=3, 00).
Legyen
logs(w + 3) = logs(w +5) = ¢, (4)

ekkor x +3 = 3! és x + 5 = 5. Innen 5! — 3! = 2, ahonnan

GRIOR

Tekintsitk a h: R — R, A1) = ()" +2(1)" fiiggvényt. Mivel A szi-
goriian csokkend fiiggvények Osszege, ezért maga is szigorian csokke-
nd, vagyis injektiv is. Az (5) egyenlet alapjan h(t) = 1. Mivel h(1) =
3+2 =1, vagyis t = 1 megoldés. Mivel h injektiv, més megoldas nincs.
Emiatt a (4) egyenletnek az x = 0 az egyetlen megoldasa.
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b) A megadott egyenletet
(x4 3)19835 — 5 = (x +5)l8s3 — 3 (6)

alakba frjuk. Tekintsiik az f,g: (—3,00) — R, f(z) = (z+3)1°835 —5 ¢s
g(z) = (x+5)'°85 33 fiiggvényeket. A (6) egyenlet alapjan f(z) = g(x).

Vizsgaljuk a fiiggvények monotonitasat és invertalhatosagat. Mivel
f szigoruan névekvs, ezért injektiv is. Vizsgaljuk a sziirjektivitast. A
kovetkez6 ekvivalens atalakitadsokat végezhetjiik:

fla) = (z+3)'%° —5 =y € (=5,00)
(LE + 3)log35 — 5log3(m+3) =y+ 5
logs(z + 3) = logs(y +5)
z + 3 = 3loes(y+5)

z=(y+5)8% -3 =g(y) € (-3,00)

Ezek alapjan f sziirjektiv is, tehat bijektiv és g = f 1.
A (6) alapjan f(z) = f~(x). Mivel f szigortian névekvé ez csak
akkor lehetséges, ha f(z) = .

A kovetkezd ekvivalens allitasokat irhatjuk:

(x+3)1°8° -5 =z
(x+3)%° =z +5
logs 5logs(x + 3) = logs(x + 5)

logs(x +5)

logs(z +3) = logs 5

= logs(z + 5).

A fenti egyenletnek az a) alpont alapjan x = 0 az egyetlen megoldésa.
[ |

4. Feladat. Adott a sikban az A, B,C és D pont ugy, hogy nincs ko-
zottiik harom kollinearis. Jelolje Hy illetve Ho az ABC és az ABD
hiromszog magassagpontjat. Igazold, hogy az A, B, C és D pontok ak-
kor és csakis akkor vannak egy koron, ha a Hi D és a HoC' szakaszok
felez&pontja egybeesik!

Zay Eva, Zilah
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Megoldds. Legyen O az ABC héaromszog koré irt kor kozéppontja,
melynek a komplex sikban az affixuma 0.

Jeloljiik a sikban az egyes pontok affixumait a megfelels kisbettikkel.
Legyen k az ABD haromszog koré irt kor kozéppontjanak affixuma. A
Sylvester-féle Gsszefiiggés alapjan

hi=a+b+c (1)
hy—k=(a—k)+(b—Fk)+ (d—k) (2)

Ha az A, B,C és D pontok egy korén helyezkednek el, akkor az
ABC és az ACD haromszogek koré irt korck kdzéppontjai egybeesnek,
azaz k = 0, vagyis

ko =a+b+d. (3)

Az (1) és a (3) Osszefiiggéseket kivonva egymasbol azt kapjuk, hogy
hy — ho = ¢ — d, ahonnan % h2+c

Tehat a H1D és HoC' szakaszok felezopontja egybeesik.

Forditva, ha a H1D és H,C szakaszok felez6pontjai egybeesnek,
akkor % = % Innen

ho=h1+d—c=(a+b+c)+d—c=a+b+d.

Maésrészt a (2) Osszefiiggés alapjan ho = a + b+ d — 2k = hy — 2k,
ahonnan k = 0. Ez azt jelenti, hogy az ABC és az ABD héaromszogek
koré irt korck kozéppontjai egybeesnek, vagyis a négy pont egy korén
helyezkedik el. |

Megjegyzés. Az utolsé két paragrafusban megfogalmazott bizonyitas
ekvivalens atalakitasokkal is elvégezhets. Ebben az esetben a kétiranyu
bizonyitas 2 + 2 = 4 pontra értékelendd.
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XI. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg az 0Osszes olyan X € My(R) maétrixot,
amelyre

a+b—1 b

2 —
X+2X_< R

) , ahol @ > 0 és det(X + Iz) > 0.

Matefi Istvan, Marosvasarhely

a+b b
-b a-b
det A2 = a®. Felhasznaljuk a Cayley-Hamilton-tételt:

Megoldds. Legyen A = X + I,. Ekkor A% = < ), ahonnan

A2 —TrA-A+detA I, = Os.

Mivel det A2 = (det A)? = a? és det A > 0 kapjuk, hogy det A = a.
Tehat Cayley—Hamilton tételbsl Tr A% — (Tr A)2 +a - Tr I, = 0,
ahonnan 2a — (Tr A)? + 2a = 0, ahonnan Tr A = +2./a.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy

+2vVa- A=A’ +a- I, — +2\a - A= <2a4l;b 2ab+b)
2a+b _ 1 ii
Tehat azt kaptuk, hogy X; o = 2*/51, igafaﬁ 1]
Tova 2va

2. Feladat. Az (z,,),>1 sorozat szamtani haladvany, amelynek allando
kiilonbsége e (az Euler-féle szam) és x1 > 0. Ertelmezziik az (yy,)n>1 és
a (zn)n>1 sorozatokat a kovetkezGképpen

1 1
Un = T1 Tz T 68z = —— F —— 4

T1T2 T2T3 Tp—1Tn

,Vn € N*.

a) Szamitsd ki a lim 2 hatarérteket!
n—oo m -

n
b) Szamitsd ki a lim ———— hatéarértéket!
n—=00 Y3n — Yon

Szilagyi Judit, Kolozsvar
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Megoldds. a) Y= = {/T122tn — v/,

Ekkor
Upt1 Tnt1  Tpg 1 _r1tn-e 1

wn (D) el ()T e ()"

, Un+1 1
és lim =L —¢. = =1.
n—oo ’l],

A Cauchy d’ Alembert kritérium alapjan kovetkezik, hogy
lim /u, = 1, ahonnan lim In .

n—o00 n—oo N
b)
nz z z
- = Yo - Y2n 3 Ysn n2y2n (4)
Ysn —Y2n 57 T 0 BT

Mivel az a) alapjan az “* sorozat konvergens, ezert barmely rész-
sorozata konvergens és ugyanaz a hatarértéke.

Ugyanakkor
1 < 1 1 1 1 1 1 )
===+ =4+ - =
e \ 1 To To X3 Tp—1 T
_ 1/1 1 _ 1 x, —x1 _ n—1
T e\x z,/) e  xixm (n—1)ex; + 3
1
Tehat lim z, = —. Az (1),(2) és (3) alapjan kovetkezik, hogy
n—00 exry

lim —"%  __ me 1 ]
n—00 Y3y — Yon 3-1-2-1 xIri1e
3. Feladat. Az A, B € M,,(C), (n > 2) olyan invertalhaté méatrixok,
amelyekre az A + B matrix is invertdlhat6 és (A+B)~! = A=+ B~ L
Igazold, hogy | det(A + B)| = | det A| = | det B].

dr. Bencze Mihély, Brasso

Elsé megoldds. Mivel (A+ B)~! = A=1 + B~1, kovetkezik, hogy (A +
B)(A '+ B 1Y) =1,.

Innen

AA '+ AB '+ BA'+ BB ' =1,
I, +AB '+ BA ' +1,=1,
AB '+ BA ' =—1, (1)
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Az (1) sszefiiggést jobbrol beszorozva A-val kapjuk, hogy

AB 'A+ B=—A, ahonnan
,, (det A)?

(2)
Az (1) dsszefiiggést balrél beszorozva B~!-gyel kapjuk, hogy

B 'AB™ '+ A '=—_B~! ahonnan
A E B = BB = det(A + B = (~1)n 94
(det B)?

3)

1 1
~ det(A+B)"!  det(A-!+ B-1)

A (2), (3), (4) alapjan kapjuk, hogy

det(A + B) (4)

(—1)" (det A)? (- )n(detB)z
det B det A
= | det A| = | det B|

= (det A)® = (det B)®

A fenti Osszefiiggésbdl és a (2) alapjan kévetkezik, hogy

det A)?2
det B

| det A]?

_ — |det A
et | detAl

|det(A + B)| = ‘(—1)"(

ahonnan |det(A + B)| = | det A|.

Madsodik megoldds. Teljesiil, hogy

(A+B)(A+B)'=(A+B)""(A+B)=1,
(A+B) A"+ B H=A"'"+B YA+B)=1,.

Az el6bbiek alapjan meg kell hatarozzuk az A és B invertalhaté mét-
rixokat, amelyekre

AB '+ BA ' =—_1,=A"'B+ B 'A.
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Legyen C = AB™!, ekkor C~! = (AB~1)~! = BA~!. Azt kapjuk,
hogy C' +C~! = I,,, ahonnan C? + C + I,, = O, innen pedig C* = I,,.
Ezek alapjan det® C' = 1, vagyis det C' € {1,¢,£2}, ahol € = -3+ z§
és € = 1. Innen

det A
det B

ahonnan | det A| = | det B|. Mivel C + I,, = —C?, igy
|det(C + I,)| = |det(—C?)| = |(=1)" det(C?)| = 1.
Az is teljesiil, hogy C + I, = AB~' +1I,, = (A+ B)B™ 1, igy

det(A + B)
det(B)

1=|detC|=|det(AB™Y)| =

)

)

1 =|det(C +1,)| = |det(A + B)det(b™ )| =

innen pedig |det(A + B)| = | det B].
]

4. Feladat. Az (z,),>1 sorozatot a kovetkezGképpen értelmezziik:
xr1 = 1és
(Tpt1— 1) (zp, +1) =1, VneN*.
Szamitsd ki a sorozat hatarértékét!
dr. Bencze Mihaly, Brasso

Elsé megoldas. Felirjuk a sorozat els6 néhany tagjat:

. _ L _ 42 _ 5 _ L2 2
.Tl— 9 1‘2_ 2a x?)_ 57 .’If4— 123 x5_ 193 IG_ 70

Matematikai indukciéval igazoljuk, hogy z,, > 1,Vn € N*.
Eszrevesszﬁk, hogy zo,—1 < V2 és zo, > \/57 Vn € N*, ezt ma-
tematikai indukcioval igazolhatjuk. Feltételezziik, hogy zar_1 < V2
és zop > V2,Vk € N*. Kovetkeztetiink arra, hogy Topt1 < V2 és
T2k+2 > V2.
Mivel (zp4+1 — 1) (2, + 1) = 1, kovetkezik, hogy =, 11 =1+ ﬁ,
Vn € N*, igy

1 1
x =1+ =1+
k1 1+ oy, 2+ i —

T+wop1 4+ 3w
34 2xop—1 3+ 2xop_1

=1+
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Tehéat

4+ 3
+ 3Tak— L3
3+ 2wop1

= 4+ 3xap_1 < 3V2+2V2x9, 4

= (3-2V2)za_1 <3v2-4

V2(3 - 2V2)
3-2V2

 Top—1 < \/5,

Topp1 < V2 <

< Top—1 <

ami igaz. Hasonléan igazolhat6, hogy wor 2 > v/2. Mivel

- 14 1 14 1 14 I+z, 443z,
T Tt a2+ - 342w, 342w,
kovetkezik, hogy
4+ 3z, 2(x2 —2) 2(x, — V2)(x, +V2)
Tn42 — Tp = —Tp = — = - .
3+ 2x, 2z, + 3 2z, +3

De z, +v2 > 0,2x,+3 > 0,Vn € N*. Ha n paros, akkor Tn—V2 >
0,Vn € N*, ahonnan z,,42 — z,, < 0,Vn € N*. Valamint, ha n paratlan,
akkor T, — 2 < 0,Vn € N*, vagyis
Tpio — xn, > 0,Vn € N*. Tehat azt kaptuk, hogy a paros indexi ta-
gok részsorozata szigortian csdkkend és v/2-nél nagyobb. Igy (72,)n>1
konvergens és 3 h_)m Top =11 € R.

Ugyanakkor a paratlan indext tagok részsorozata szigoruan névekvs
2-nél kisebb, igy (x2p41)n>0 konvergens és 3 lim xo,11 = Iy € R.
- n—oo

3x2,+4
2x2n+37
3l1+4
20143

Vn € N. Hatérértékre térve
ahonnan 13 = 2, de [; > 0,

A megadott feltételbsl xopi0 =

az Osszefiiggésben kapjuk, hogy I; =
fgy I = V2.

i 3won_144
Hasonléan az z2,11 = 52 s

202,113’

re térve kapjuk, hogy Iy = /2.
Mivel (22n)n>1 €8 (Tant1)n>0 részsorozatok konvergensek és mind-

kettS hatarértéke /2, igy az (@ )n>1 sorozat is konvergens és a hatér-

értéke v/2.

Vn € N Osszefiiggésben hatarérték-

72



II. OMMO — XXIX. EMMV, Szatméarnémeti, 2019

Masodik megoldds. A rekurziét z,,; =14+ —1—

1+x,
1 V2 -z
Tpi1 — V2 = —(vV2-1)= n ,
1 1+, ( ) (14 2,)(1+V2)
tehét
xn—i—l_\@ - 1
o= V2 | (L+a)(1+V2)

Mivel z,, > 0 minden n € N* esetén, azt kapjuk hogy

1 1
Lta)(1+v2) 11V

1
1+v2

- <1+1x/§)n1'

1 n—1
< <1+\/§) , ezért

Yn+1
Yn

Legyen v, = x, — v/2. Ekkor <

. Ez alapjan

n—1

[1

k=1

Yk+1
Yk

Innen kovetkezik, hogy

Yn
Y1

1\ V2-1
|yn| < |yl‘ <1+\/§) = W

1\
Azt kaptuk, hogy 0 < Jya| < (15) " ey

1 n
0 < lim < lim =0

Innen lim |y,| = lim |z, — V2| = 0, vagyis lim z, = V2.
n—oo n—oo n—0o0
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XII. osztaly

1. Feladat. Mutasd ki, hogy barmely n € N* esetén létezik harom
kiilénb6z6 A, B, C pont az f: [0,00) — R, f(z) = 2° fiiggvény grafikus
képen tgy, hogy Tapc, = n'.

dr. Bencze Mihaly, Brasso
dr. Lukécs Andor, Kolozsvar

Megoldds. Tekintsiik a f grafikonjan az A(0,0), B(1,1) rogzitett pon-
tokat és a C,(x,2°) valtoz6 pontot minden = > 1 esetén. Ekkor

1 0 1 1
TABCA = § -1 15 1| = 5(1'5 — ZL‘)
z z° 1

Legyen g: [1,00) — R, g(z) = 3(2® — z). Mivel g folytonos, ezért

Darboux-tulajdonsagt, valamint g(1) = 0 és lim g(z) = oo, ezért
xr—r o0

minden y € [0,00) esetén létezik olyan = € [1,00) amelyre Tapc, =

g(z) = y. Mivel minden n € N* esetén n* € [0,00), ezért valaszthato

olyan x > 1, amelyre Tapc, = n?. [ |

2. Feladat. Szamitsd ki az

/ rcosx —sinx da
(x+asinz)(z + bsinx)
integralt a kovetkezd esetekben:

1) ha a,b € R és a # b;

2) haa,beRésa=0b,

ahol x olyan értékeket vehet fel, melyekre értelmezett az integrilban
lévé kifejezés.

dr. Bencze Mihaly, Brasso
Bir6 Zoltan, Gyergyo6szentmiklos
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Megoldds. 1)

/ T CcosT — sinT q
T
(r+ asinz)(z + bsinx)
1 / acosx+1 beosx+1
= : - — dz
a—2>b asinz +x bsinz +x

1
= _b(ln|asinx—|—x| —In|bsinz + z|) +C

a
1 asinx +x
= n - +C.
a—>b bsinx + x
2) Ha a # 0, akkor
/a:cosac—sinx 1 —x
— g dr=————
(z 4 asinx)? a x+asinz
Ha a = 0, akkor
cosx — si si
/x x2 mxdm: 1nx+c.
x T

3. Feladat. A G = (0, 00) halmazon értelmezett ,,0” mivelet teljesiti
az a® +a*¥ +a¥ = 2+ a1V Osszefiiggést barmely .,y € G esetén, ahol
a>1.

a) Igazold, hogy (G, o) Abel-csoport!

b) Han € N* és x;, € G minden k € {1,2,...,n} esetén, akkor mutasd
ki, hogy

-1 1<
n(n-1) 3 Wz‘ow171gn2 >
k=1

2 —
1<i<j<n

dr. Bencze Mihély, Brassé

Megoldds. A megadott Gsszefiiggés alapjan zoy = log, (1+(azfl)(ayf
1)) > 0 minden z,y € G esetén, ahol az el6bbi egyenlség jobb oldala
értelmezett (a > 1 és x,y > 0), tehat ,,0” belsé mivelet.

A miivelet asszociativ, mert minden x,y, 2z € G esetén

(xoy)oz=log, (14 (a® —1)(a¥ —1)(a* — 1)) =z o (yo 2).
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A miivelet kommutativ, mert minden z,y € G esetén
zoy=1log, (14 (a® —1)(a¥ —1)).

Az x o u = x egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil minden x € G
esetén, ha

log, (14 (a® —1)(a" —1)) =z, Vze€Qq,
ami ekvivalens az
(a®*—=1)(a"—2)=0, Vxel
egyenlettel. Tehat u = log,2 € G a semleges elem. Minden z € G

invertalhat6 a ,,0” miveletre nézve, mivel az x o 2’ = log, 2 egyenlet
ekvivalens médon atalakithaté az a® =1+ qu egyenletté, tehat

1
x'loga<1+,)€G
a* —1

a tetszleges © € G inverze. b) A szamtani és mértani kozépértékek
kozotti egyenl6tlenség alapjan irhatjuk, hogy

x,_l 3’,‘j_12
affv”j—l:(a%—l)(a%—l)s(a 2 )

2
tehat 2v/a%i°%i — 1 < a® + a® — 2. Innen kévetkezik, hogy

2. Y Varem -1 < > (@ +a -2

1<i<j<n 1<i<j<n
n
=(n— 1)-Za“ -2.C2
k=1

ezért

n(n—1) — n—1 «—
— + Z Variori —1 < 5 -’;a“.

2 “—
1<i<j<n
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4. Feladat. Jelolje rendre F,G: E — R az f,g: F — R fiiggvények
egy-egy primitivjét. Hatarozd meg az f és g fliggvényeket a kiovetkezd
esetekben:

a) E = (0,00), illetve minden x € E esetén

(106 =
zg(x)+ Flz) = -—x.

b) E =R, illetve minden x € E esetén

{ f(x) +G(x)
g(z)+ F(z) = -—u.

I
8

dr. Bencze Mihély, Brassé

Megoldds. a) Osszeadva a megadott rendszer két egyenletét, irhatjuk,

hogy )
(z(F(z) + G(z))) =0, Vze€E,

tehat létezik ¢; € R ugy, hogy x - (F(z) + G(x)) = ¢1, vagyis

Glz) =2 — F(a).

T

A megadott rendszer elsé egyenlete alapjan innen kévetkezik, hogy
c
x~f(x)+;17F(x):x.

Elosztva ezt az egyenletet z2-tel, el6bb az

S@) - = Fa) =

x? x a3’

L) (na+ > )/

“F(z)) = (Inz + —

x 2x2

dsszefiiggéshez jutunk. Tehét létezik cp € R gy, hogy L - F(z) =Inz+
527 + co. Ez alapjén

1
T

majd pedig az

F(x)=x~lnx—|—2%+02x.
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Innen kovetkezik, hogy

c
f(:b)zlnx—i—l—ﬁ—i—c%
g(x)z—ln:v—%—cz—l.

b) Osszeadva a megadott dsszefiiggéseket, kapjuk, hogy
(F(z) +G(z)) + F(z) + G(z) = 0.
Ez az egyenlet ekvivalens az
(F(z) +G(z)) - e + (F(z) + G(z)) - () =0

egyenlettel, ezért (e”(F(xr) + G(x)) = 0, tehat létezik ¢; € R ugy,
hogy e®(F(x) + G(x)) = c1, és innen kovetkezik, hogy G(x) = c1e™" —
F(z), ami a megadott rendszer alapjan az f(z) — F(z) =x — ¢ -e*
egyenlGséghez vezet. Beszorozva ezt az 6sszefiiggést e *-nel, kovetkezik,
hogy

(e F@) = (1) e+ S e,

tehét létezik co € R agy, hogy

e "F(z)=—(x+1)e ™+ %1

e 4.

Ha elosztjuk az egyenletet e *-nel, akkor az Gjabb egyenletet derivalva

elébb megkapjuk a keresett f fiiggvényt, majd pedig a rendszer felhasz-

nélasaval a g fliggvényt is:
flz)y=-1- ) e 4y,

¢

g(x)zl—?-e_

T —cq-e”.
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Megoldasok - II. fordulo

IX. osztaly
1. Feladat. Igazold, hogy minden n € N* esetén 172" + 172" +1
oszthatd 307-tel!

dr. Bencze Mihély, Brasso

Megoldds. Indukcioval igazoljuk az allitast. Ha n = 1, akkor 172 + 17+
1 =307, tehat az allitas igaz.

Feltételezziik, hogy igaz k € N*-ra az 4llitas, vagyis 307 | 172" +172" ' +
1. Mivel

172"

219—1

17 1= w17 -1 ),

ezért 307 | 17277 4+ 172" 4+ 1. A matematikai indukcié elve alapjan
tehat 172" + 172" + 1 oszthat6 307-tel minden n € N* esetén.

2. Feladat. a) Oldd meg a nemnegativ valos szamok halmazan a ko-
vetkezd egyenletet:

(@+y+z+D)(@+y+2+2) =2+ (@+y)’+ H+V2) + (2 + V)’
b) Oldd meg az egész szamok halmazan a kévetkezs egyenletet:
x? — zy + 45y = 2019.
Longéaver Lajos, Nagybanya
Kovéacs Béla, Szatmarnémeti
Megoldds. a) Az egyenleten a kovetkezd ekvivalens atalakitasokat vé-
gezhetjiik:
4yt rz+2r+ay+yd+ 2y + 2y
tarzdyz+ 2242 +rty+z+2=
=2+t 2y +y+ 2zt 2+ 224 22Vt =
2zy + 2yz + 220 — 22y — 2y\/z — 22/x + 20 + 2y + 22 = 0 <=
ry—aJytrztyz—yvztyt+zz—z/z+2=0 <
zly—Vy+1)+ylz—vVz+1l)+z(z—vVz+1)=0
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Mivel az  — /z + 1, y — \/y+1 és z — \/z + 1 kifejezések szigortian po-
zitivak ha x,v, z > 0, az egyetlen megoldas x = y = z = 0. Osszegezve,
M ={(0,0,0)}.

b) Az egyenletet a kovetkezd alakba irjuk:

y(45 — ) = 2019 — 22

Ha 45 — 2 = 0 = 2019 — 22 = 0 = z =€ {-v2019,/2019},
ellentmondéas x € Z-vel. Ekkor

_ 2019 —a2* 2025 -2 6 C45tg—
45—z 45—z 45—z 45 — x

Azt kaptuk, hogy 45 — x € {£1,+2, 43, +6}.
A lehetséges megoldasokat az alabbi tablazatba foglaltuk:

:c‘39 42 43 44 46 47 48 51
y‘83 8 8 83 97 95 95 97

M ={(39,83), (42, 85), (43,85), (44, 83), (46,97), (47, 95),
(48,95), (51,97)}

3. Feladat. Ha a1 = 0 és (ant1 — an)(ant1 — an — 2) = 4a,, valaming
Gn+41 > an + 1, Vn > 1, akkor igazold, hogy

"1 n-1

dr. Bencze Mihaly, Brasso

n
1
Megoldds. A E — kifejezés értelmezett, mivel az a; = 0 és apyq >
ar
k=2

an, + 1 Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy a, > 0, Vn > 2.

n = lre: (a2 —a1)(az — a1 — 2) = 4a1 <= az(az —2) =0 =
a9 = 2.
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n = 2-re: (a3 —asg)(ag—ag—2) = dag <= a%—6a3 = 0= a3 = 6.

Tehdt a1 =0=0-1,a0=2=1-2,a3=6=2-3.

Sejtés a, = (n— 1)n,¥n > 1.

Bizonyitas matematikai indukci6val:

n = l-re a1 = 0-1 = 0 igaz. Feltételezziik, hogy ar, = (k— 1)k, k > 1
és igazoljuk, hogy ar+1 = k(k + 1). Kiindulva a feladatban megadott
Osszefiiggésbdl, észrevessziik, hogy

(ak+1 — ak)(akH —ak — 2) = 4aq;, < (ak+1 —ag — 1)2 = 4a + 1.
Mivel apy1 > ag + 1, ezért

ap41 =ar +Vdap +1+1=(k—1)k+VA4(k—1Dk+1+1
=k —k+Q2k-1)+1=k+k=k(k+1)

Tehét a, = n(n — 1), Yn > 1. Ekkor

1 1 1 1
= = — =i
a, m—1n n—-1 n &Y
1 ( 1 1)_1 L, . 1
P k—1 k 1 2 n—1 n
:l_l:n—1.
n n

4. Feladat. Jelolje AD, BE és CF az ABC haromszog bels6 szogfe-
lezéGit, ahol D € (BC), E € (CA) és F € (AB). Ha az ABD, BCE és
CAF haromszogek teriileteinek egyike a mésik kettd szamtani kozép-
aranyosa, akkor igazold, hogy az ABC haromszog egyenls szaru!

dr. Bencze Mihéaly, Brasso

Megoldas.
Vezessiik be az AB = ¢, AC' = b és BC = a jeloléseket.

Az AD szogfelezére vonatkozo tétel, valamint az ardnyparok szar-
maztatasi tulajdonsigai miatt az

AC _CD _ b _CD _ btc CD+DB_CB _ a
AB DB ¢ DB c DB DB DB
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Osszefiiggést kapjuk, ahonnan kdvetkezik, hogy

a-cC

DB = .
b+c

Bevezetve a h = d (A, BD) jelolést is, a

BD-h
Tappa = — (6)

Osszefiiggéshez jutunk. Az (5)-Gs és (6)-os egyenlSségek alapjan végiil a

a-c-h c a-h ¢

T _ - . -T 7
ABDA = 9b+e) bte 2 btc AP @
Osszefiiggést kapjuk. Hasonldan, a
a ) b
TBcEA = atc “Tapc, €8 Tcar, = P -TaBCA

egyenlGségeket is levezethetjiik. Azt feltételezve, hogy Tapp, a masik
két teriilet szamtani kozéparanyosa, a

1 a b
.T R .T
ABCa = 5 <a c+a b) ABCa

2c a n b
b+c a+c a+b
0= (c—b) (a® + 2ac + 2ab + be.)

!

b+ec

ekvivalens atalakitdsokat végezhetjiik el.

Az utolso egyenlGtlenséghbdl a b = ¢ egyenlGséget kapjuk, vagyis az
ABC haromszog egyenl szart. Analég moédon igazolhaté az allitas,
ha a BCE (vagy a CAF) haromszog teriilete egyezik meg a méasik két
haromszog teriiletének a szamtani kézepével.

[

5. Feladat. Adott az A = {1,2,3,...,2019} halmaz. Legfeljebb hany
eleme lehet az A egy olyan részhalmazanak, amelyben barmely két elem
Osszege nem oszthaté 25-tel?

Spier Tiinde, Arad
Vass Ferenc, Szovaita
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Megoldds. Az A halmaz elemeit az Ag, A1, ..., Aoy részhalmazokra ska-
tulyazzuk, ahol
A, ={25k +p |0 <p <25}

Mivel 2019 = 25 - 80 + 19, ezért

card Ay = 80,
card A; = card A; = ... = card A9 = 81,
card Ayg = card Ay = ... = card Ayy = 80.

Ha a,b € A két olyan kivalasztott elem, amelyre 25 | (a + b), akkor
a € Ag, b€ Ass_i, k€{1,2,...,24}, vagy a,b € Ay.

Ahhoz, hogy 25 t (a + b), kivalasztjuk az Osszes elemet az Ap, As,
..., A2 halmazokbél és 1 elemet az Ag-bol. Ezeknek az elemeknek a
szama 12 -81 + 1 = 973.

Az el6z6 kivalasztas masképp is megvalosithato: az A, As, ..., Ajg hal-
mazokbdl tetszblegesen kivalasztunk 12 halmazt gy, hogy barmelyik
két halmaz indexének az Osszege ne legyen 25.
Tehat a legtobb elemet tartalmazo részhalmaznak legfeljebb 973 eleme
van. A fenti szerkesztés segitségével a skatulyaelv alapjian konnyen be-
lathato, hogy 974, vagy annél tobb elem( részhalmazok esetén mar lesz
két olyan elem a részhalmazban, amelyek Gsszege oszthatd 25-tel.

]

6. Feladat. Hatarozd meg a

Ve+b+e)2+(—a+b+e)2+(a—b+c)2+ (a+b—c)?=2V2019
egyenlet Gsszes megoldésat, tudva azt, hogy a < b < ¢ primszamok!

dr. Bencze Mihaly, Brasso
Olah-Tlkei Arpad, Bar6t

Megoldds. Az adott Gsszefiiggést atalakitva kapjuk, hogy

VA(a2 + b2 + ¢2) = 2V2019 <= a® + b* + 2 = 2019.

Mivel a < b < ¢, igy a? < b? < 2, vagyis a < 25 és ¢ > 26. (1)
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Ha a = 2, akkor a? + b% + ¢? paros és 2019 paratlan, ami ellentmon-
das. Vagyis a # 2.

Ha a = 3, akkor b + ¢ = 2010. De b* = ¢ = 1(mod3), igy
(b% + ¢?) = 2(mod 3) és 2010 = 0(mod 3). Ez ellentmondés, vagyis
a # 3.

Ha a = 5, akkor b% 4 ¢ = 1994. De ha 2 egy 5-nél nagyobb prim-
szam, akkor az 22 utolsé szamjegye 1 vagy 9, ahonnan azt kapjuk, hogy
a b + ¢? utolsé szamjegye nem lehet 4. Vagyis a # 5.

Ha a > 7, akkor b > 11, ekkor ¢® = 2019 — (a? + b?), vagyis ¢ < 43.
Igy az (1)-es alapjan c € {29,31,37,41,43}.

A ¢ =29 és ¢ = 31 esetben nincs megoldas.

Ha ¢ = 37, akkor a = 11,b = 23, vagy a = 17,b = 19.

Ha ¢ = 41, akkor az a = 7,b = 17 primek teljesitik a megadott
feltételt.

Ha ¢ =43, akkor a = 7,0 = 11.
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X. osztaly
1. Feladat. Igazold, hogy

2 |/ 1
k=1

ahol az [a] az a valds szam egész részét jeloli.

dr. Bencze Mihély, Brassé

Elsé megoldds. A megadott Gsszefiiggés akkor és csak akkor teljesiil, ha

2
EZM (k+1) + <n+3 —
k

3

\ /\

Z,/ k+1+ <n(n+3) —

3

| /\

n(n + 2)

n(n+1)+ \/ k+1—|— <n(n+1)+2n.

3

A fenti két egyenlGtlenség a matematikai indukcié modszerével igazol-
hato. ]

Madsodik megoldas. ElGszor igazoljuk, hogy

1 1
n+§<\/n(n+1)+§<n+1, ¥n € N*. (8)

Valéban, n? +n + i <n2—|—n+% <n?+2n+1,Vn € N*.
Az (1)-es sszefiiggés alapjan

SilNg
—_
\_/
Mz i M:
=

_|_

-

w\»—*
A HM:
=

_|_

-

k(k+1)+ +n <

k=1
nn+1)+n <2 \/ (k+1 + <nn+1 +2n =
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n(n +2) <2;€lek(k+l)+; <n(n+3) <
+2<gi\/k(k+1)+l< +3
n nk:1 D) n s

barmely n € N* esetén, ahonnan

2 — 1
Ezw/k(k+1)+§ =n+2, VYneN*
k=1

2. Feladat. Janka és Veronka tervet készit egy négyzet alaki terasz
burkolaséara, amelyhez fehér és sziirke, 5 cm oldalhosszu, négyzet alaki
mozaiklapokat akarnak hasznélni. Elgbb kijellik a terasz kdzéppont-
jat egy sziirke mozaiklappal, ezt 8 fehér mozaiklappal szegélyezik, igy
egy nagyobb fehér négyzet kdzepén van egy sziirke négyzet. Ilyen mo-
don folytatjak a szegélyezést, valtva a szineket, mig a kdzéppontban
1év6 mozaiklapot 100 fehér és 100 sziirke mozaiklap sorral rakjak koriil,
egyre nagyobb koncentrikus négyzeteket alakitva ki. Ezutan még két
szegélyez6 sor lerakasara van lehetdségiik és elhatarozzak, hogy érde-
kesebb mintaval rakjak koriil a teraszt. EI6bb egy sziirke és egy fehér
mozaiklap valtakozasaval szegélyeznek, majd az utols6 szegélyezést egy
sziirke és harom fehér lap valtakozéasaval alakitjak ki.

a) Legalabb hany sziirke, illetve fehér mozaiklapra van sziikségiik,
hogy a terv szerint be tudjak fejezni a burkolast?

b) Milyen szinti mozaiklapbol kellene tobb, ha az utolso el6tti sze-
gélyezést egy fehér és harom sziirke lap véltakozasaval akarnak kialaki-
tani?

Zay Eva, Zilah
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Megoldds. A mozaiklapok lerakasat a két alpont esetében a mellékelt
abran szemléltetjiik.

(a) (b)

a) Jelolje ap a k. szegélyben lerakott mozaiklapok szdmat, ekkor
a; = 8, ag = 16, ag = 24, ay = 32. Indukciéval igazolhat6d, hogy
a, = 8n.

Jelolje sy a k. sziirke szegélyben lerakott mozaiklapok szamat, ahol
Sk = agg, Vk € N*,

Legyen fi a k. fehér szegélyben lerakott mozaiklapok szama, ahol
fx = agp—1 , Yk € N*.

A fentiek alapjan fi90 = 8(2-100 — 1) = 1592 és s190 = 8(2-100) =
1600.

A 100 fehér szegély lerakasakor felhasznalt mozaiklapok széma:

S1o0(f) = %(ﬁ + f100) = 50(8 + 1592) = 80000.

A 100 sziirke szegély lerakasakor felhasznélt mozaiklapok szama:

5100(8) = ?Cﬁ + 8100) = 50(16 + 1600) = 80800.
Az utolso el6tti szegélyezésben Gsszesen 8 - 201 = 1608 mozaiklapot
hasznélnak fel, amelybd&l 804 fehér és 804 sziirke.
Az utolsé szegélyezésben Osszesen 8 - 202 = 1616 mozaiklapot hasz-
nalnak fel, ebbdl 404 sziirke és 1212 fehér.
A fehér mozaiklapok szama Osszesen: 80000 + 804 + 1212 = 82016.
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A sziirke mozaiklapok széama Osszesen: 80800 + 804 + 404 + 1 =
82009. Az utolso Osszefiiggésben az eddig nem szamolt kozépsd sziirke
mozaiklap adja a plusz egyet.

b) Ebben az esetben az utolsé eldtti szegélyben lerakott 1608 mo-
zaiklapbol 402 fehér és 1206 sziirke. Igy Gsszesen 80000 + 402 4 1212 =
81614 fehér, illetve 80800 + 1206 + 404 4+ 1 = 82411 sziirke mozaiklapra
lenne sziikség. Tehét a sziirkébdl kellene t&bb.

[

3. Feladat. Az ABC hegyesszogi haromszogben az A sz6g mértéke
45°. Az AD magassag a BC oldalt g—g = % aranyban osztja. Igazold,
hogy a H magassigpont a BE magassag felezGpontja!

Déavid Géza, Székelyudvarhely
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. A megoldashoz tekintsiik az alabbi dbrat.

Jelolje F' a C-bdl hazott magassag talppontjat. Mivel az A szog 45°-
os ezért az AEB és AFC derékszogi haromszdgekben a B illetve a C'
sz6g mértéke is 45°. Az elbbiekbdl kovetkezik, hogy a BFH és a CEH
derékszogl haromszogek egyenld szartak.
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Legyen BF = FH = z, valamint CE = FH = y. Kovetkezik, hogy
BH = 2v/2,CH = yV2, AE = BE = y+ 2v/2,AF = FC = = + yV/2.

A BEC héaromszogre és az AD szel6re alkalmazzuk Menelaosz tételét:
DB  AC  HE _ q
DC " AE HB e
2 2ytav2  y
Ahonnan 3 ey S

622 = 0 Osszefiiggéshez jutunk.

= 1, amelyet atalakitva a 4y% — /2zy —

Elosztva az egyenlGséget x2-tel, és az ¥ =t jelolést alkalmazva,

a 4t? — /2t — 6 = 0 egyenlethez jutunk, melynek az egyetlen pozitiv
megoldasa a t = /2. Innen kapjuk, hogy y = /2 vagyis, hogy HE =
BH. |

4. Feladat. Igazold, hogy egyetlen olyan n és egyetlen olyan k termé-
szetes szam létezik, amelyre

21T 417212 4 2" = k2.
Zay Eva, Zilah
Megoldds. Ha létezik k € N, amelyre teljesiil a kovetelmény, akkor

2T 417212 42" =k = 2 =k2 17212 27 —
= 2" =k 22174+ 2°) = 2" =k -2 .49 —
== (k—20.7)(k+20.7).

Mivel az utolsé egyenlGség bal oldala 2-nek hatvanya, az egyenlGség
csak akkor all fenn, ha a jobb oldalon 1évé szorzat is 2-nek hatvanya.

Legyen p,q € N agy, hogy p+q=n, p < qés

20 =k —20.7 k=2P+7.26
, ahonnan
20 =k 4+26.7 k=21-7.26

Ekkor

20 4+7.20=21-7.2° = 2.7.20=201_2P=2P(207F —1).
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Mivel 297P — 1 paratlan, ez csak gy lehetséges, ha

207P —1=7 20-P = 23 p="7
e e ,
2P =27 p="T q=10
ahonnan n = 17 és k = 210 —7.26 = 9.26 = 576. Azt kaptuk, hogy
n = 17 és k = 576 az egyediili természetes szadmok, amelyekre teljesiil

a kovetelmény.
|

5. Feladat. Az 1,2,3,...,2019 szamok koziil véletlenszertien kivalasz-
tunk 1347 szamot. Igazold, hogy a kivalasztott szamok kozott van ha-
rom olyan, amelyek koziil az egyik a masik kettének a szamtani kozepe!

David Géza, Székelyudvarhely

Megoldds. Legyen M a kivalasztott szamok halmaza, card M = 1347. A
kivalasztott szamok kozott van legalabb 674 azonos paritasi, ellenkezé
esetben legfeljebb 673 péros és 673 paratlan lenne, igy Osszesen 2-673 =
1346 < 1347 szam lenne.

Legyenek 1 < a1 < as < -+ < agra < 2019 az azonos paritasa
kivalasztott szamok és

A= {ag|]l <k <674}, cardA =674

Képezziik a b; = ‘“;’12,62 = algag,...,bmg = % szamokat.
Legyen B = {bg|1 < k < 673}. Mivel by < by < --- < bgrs, és A elemei
azonos paritasiaak, ezért B elemei természetes szamok, tehat

B {1,2,3,...,2019}, és card B = 673.

Ha M N B =0, akkor card(M U B) = card M + card B = 1347 + 673 =
2020 > 2019, ami ellentmondas.

Vagyis M N B # 0, igy az a1+a2 a1+a3 cee “1+a674 szamok kozott
van legalabb egy, amely megegyemk a klvalasztott 1347 szam valame-
lyikével. Tehat van harom olyan természetes szam az 1347 kozott, hogy
az egyik szdm a mésik ketts szamtani kozepe.
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6. Feladat. Az ABC egyenls szaru, hegyesszogi héromszog A szo-
gének meértéke 20°. Az ABC szog szogfelezGje az AC oldalt D-ben,
az ABD szog szoglelez6je pedig E-ben metszi. Az FE kézépponta, ED
sugaru kornek az AB oldallal vald, A-hoz kozelebbi metszéspontja F'.

a) Igazold, hogy az FEDB négyszog korbeirhato!

b) Ha AF = a és ED = b, szamitsd ki a és b fliggvényében az AE,
FB és DC szakaszok hosszat!

¢) Igazold, hogy § = 2cos 20°.

Péalhegyi-Farkas Laszl6, Nagyvarad
Koczinger Eva, Szatmarnémeti
Zay Eva, Zilah

Megoldds. A megoldashoz tekintsiik a mellékelt abrat.

Jelolje K az E kozéppontu ED sugari kort.
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a) Legyen {T'} = BE N K. A feltételek alapjan, az EBCa-ben

m(FE) = 40°, innen m(T'D) = 40°.

BE szimmetria tengelye a K kornek és a DBA szognek, innen
DT=TQ, ahol Q € (BF)N K.

Ezek alapjan m(DAQ) = 80° = m(ﬁ*—'\Q) — 40° = BFD =
BED —> FEDB kérbeirhato.

b) Legyen {S} = KN (FA).

FEDB kérbefrhato = m(FDE) = m(FBE) = 20° = m(FS) =
40° = m(FES) = 40°
m(FAE) = m(DAB) = 20°
m(FEA) = m(DBA) = 40°.

A hasonl6sagbol kovetkezik, hogy ﬁ—g = %. Alkalmazva az adott
jeloléseket, azt kapjuk, hogy oty = 2 = AE = 5% > 0= a #
b.

Innen AFEA ~ ADBA, mert {

Az FED B korbeirhat6, Ptolemaiosz tétele alapjén FD-EB = ED-
FB+ FE-DB. A jelolésekkel a- AE =b- FB+b-a. Innen

a2 b2
FB_a~(AE—b)_a'< b _b>_a3—2ab2
T b G

DC=AC—-AE—-FED=AB—-AFE—-ED=AF+FB—-AE—-ED

a® —2ab?  a? — b2

= — —b
o b

B ab?® + a® — 2ab® — a®b + b® — b?

= 7

B a® — ab® — a®b

R
c) Az EFD egyenl$ szart haromszégben huzzuk be az EFR magassa-
got, ami egyben oldalfelezs is. Igy cos F = cos20° = £E = & Innen
kovetkezik, hogy 2 cos20° = 3. |
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Alternativ megoldds az a) alponthoz. Az F pontot tugy vegyiik fel az
AB oldalon, hogy F1 D = BD. Bizonyitjuk, hogy az igy szerkesztett
Fy pont azonos az E kozéppontu ED sugara kornek az AB szakasszal
valé, A ponthoz kozelebbi metszéspontjaval.

A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy BDFy, BEA és AF) D haromszo-
gek egyenls szaruak, ezért

_—

m(F,BD) = m(BF,D) = 40° é m(ABE) = m(BAE) = 20°,

masrészt

—

m(BF, D) = m(F, DA) + m(F, AD),

azaz 40° = m(F/lD\A) + 20°, ahonnan m(@) = 20°.
Mivel ABEA ~ ADFyp = 41 = 48 — AF\-AB = AE-AD és
az A pont korre vonatkozo hatvanyat felismerve kapjuk, hogy F1 EDB

korbeirhato. Innen

—~

m(DBE) = m(DF,E) = @ = 20°

és m(FTD\A) = 20° ezért F1EDa-ben F1E = ED. De m(A/F\E) =
120° = d(F, AB) = EF}, igy AB a kort két pontban metszi és F; az
A-hoz kozelebbi metszéspont. |
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XI-XII. osztaly

1. Feladat. Igazold, hogy 20192916 — 1 oszthat6 a 201934 4201942 4+ 1
szammal!

dr. Bencze Mihaly, Brasso

Megoldds. A kivetkezd atalakitasokat végezhetjiik:

20192016 _ (20191008 _ 1)(20191008 +1)
= (2019504 1)(2019°% + 1)(2019'°°% 4 1)

= (2019%5% — 1)(2019%2 + 1)(2019°%* 4 1)(2019'%%% 4 1)

= (2019"% — 1)(2019"% + 1)(2019*°% + 1)(2019°** + 1)(2019"%%® + 1)
= (2019% — 1)(2019%% + 1)(2019"*° 4 1)(2019°°% + 1)

- (2019%% 4+ 1)(201919%8 1 1)
= (2019%' — 1)(2019** + 2019?! + 1)(2019*" + 1)
-(2019%2 — 2019" 4 1)(2019'20 + 1)(2019%°% + 1)
- (2019°%* 4 1)(2019'9%8 1 1)
= (2019%* + 2019"% + 1)(2019*" — 1)(2019*! + 1)-
+(2019"% + 1)(2019%°% + 1)(2019°%* + 1)(2019'9% 4 1).

Innen kévetkezik, hogy (201954 + 201942 + 1) | (20192016 — 1), |

Megjegyzés. Mivel 201926 — 1 = (2019%? — 1)(20198* + 2019*2 + 1),
a megoldas gyorsabban is befejezhet6.

2. Feladat. A Kerekasztal koriil 1év6 12 székre fel van irva a lovagok
neve. Ok azonban ezt figyelmen kiviil hagyva, véletlenszerten iilnek le.
Mennyi a valoszintisége annak, hogy senki sem iil a sajat székén?

Schefler Barna, Budapest
Megoldds. A lehetséges esetek szama 12!, ennyiféleképpen tudjuk elhe-
lyezni a lovagokat a megjelolt székeken. Kiszamoljuk a kedvezs esetek

szamét a logikai szitaformula segitségével. Az Gsszes tiltetések szamabol
kivonjuk azoknak az iiltetéseknek a szamat, amikor pontosan egyvalaki
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il a helyén, majd hozzdadjuk azoknak a szamét, amikor pontosan két
lovag iil a helyén és igy tovabb. Igy a kedvezs esetek szama

S =120 — Cly11!1 4+ C%10! — CH9 + -+ — C11 + 1
A fenti eredmények alapjan a keresett valoszintség
1 1 1 1 1
P=1— — 4+ — — i — 4 —
TR TR T T TY
[

Megjegyzés. Minél t&bb lovag van, a valdsziniiség annal jobban ko-

zelit —-hez.
e

3. Feladat. Mutasd ki, hogy végtelen sok olyan n természetes szam
létezik, amelyre a /n felirdsaban a tizedesvessz6 utani els6 négy szam-
jegy a 2,0, 1, 9 (ebben a sorrendben)!

Toéth Csongor, Szovata

Megoldds. Legyen k,n € N két olyan szdm, amelyre k = [/n]. A
feltételek alapjan 0,2019 < {\/n} < 0,2020, tehat irhatjuk, hogy

k40,2019 < k + {v/n} < k + 0,2020;
k40,2019 < \/n < k + 0,2020;
(k+0,2019)* < n < (k+0,2020)%.

Ugy hatarozzuk meg a k € N lehetséges értékeit, hogy legyen legalabb
egy természetes szam a [(k +0,2019)2, (k 4 0,2020)?) intervallumban.
Tehat (k + 0,2020)% — (k + 0,2019)% > 1 kell teljesiiljon, ami egyen-
értéki a k > 5000 egyenlStlenséggel. Igy barmely & > 5000, k € N
esetén létezik olyan ny, € N, amely a [(k + 0,2019)%, (k + 0,2020)?)
intervallumba esik, vagyis végtelen sok olyan természetes szam létezik,
amely teljesiti a megadott feltételt. |

Altaldnositds (Bencze Mihdly). Bizonyitsd be, hogy végtelen sok olyan

a tizedes vessz$ utani elsé k darab szamjegy rendre aq,as,...a, ahol
a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} adott szamjegyek minden ¢ € {1,2,...,k}
esetén! m
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Megoldds. Legyen p,n € N ugy, hogy p = [\/n]. A \/n tizedes repre-

akkor lesz rendre aq,as,...,ax, ha
a=0,a1az...a; < {Vn} <0,a1a...a, +107% = 3.
Ez az egyenlétlenséglanc ekvivalens a
pras<[Vo]+{Vn}<p+p
egyenl6tlenséglanccal, tehat pontosan akkor teljestil, ha
(p+ @)’ <n<(p+p)*

Innen kovetkezik, hogy azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen p értékek-
re talalhato természetes szam a [(p + «)?, (p + 3)?) intervallumban.
Ahhoz, hogy ez teljesiiljon, elégséges, a

(p+B8)°—(p+a)3>1

egyenl6tlenség teljesiilése, ami egyenértéki a

=10F

+B+a>

egyenlGtlenséggel. Viszont ez az egyenl6tlenség nyilvanvaléan teljesiil,
ha p > %, tehat végtelen sok ilyen p létezik. Ez viszont maga utan

vonja azt is, hogy végtelen sok, a feladat feltételeinek megfelels n léte-
zik. |

4. Feladat. Az ABC haromszogben D az AC oldal felez6pontja, F' az
AD szakasz felez6pontja, illetve E, G € (AB) 1ugy, hogy AE = BG =

1
ZAB' Legyen DENGF = {P} és CGN BD = {Q}.

EP 2
a) Igazold, hogy B0 = 3

b) Bizonyitsd be, hogy PQ||AB.
¢) Mutasd ki, hogy Tgpa, = ZTABCA'

Simon Joézsef, Csikszereda
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1. Megoldds. a) Legyen EN||AF, N € FG. A GAF haromszogben
- e 1Al st . EN GE 2 __
a hasonlésag alaptételébsl kovetEk;[mk, ;ogy AF —GA 3 Mivel
[AF] = [F D], kovetkezik, hogy D= 3
A PDF haromszogben EN||FD, tehat a hasonlosag alaptétele szerint
2

EN EP . . B
D = PO Innen kovetkezik, hogy D3

b) Legyen DM||AG, M € GC. A C AG haromszogben DM kdzépvonal,

AG DM 3

tehat DM = - Mivel AG = 3 - BG, ezért BG 3 . )

A QBG haromszogben DM||BG, igy Thalész tétele alapjan Q—g =5
agyis BQ _ 2
is —= = —.
VYR oD T 3

EP B
Az elgbbi Osszefiiggések alapjan D = Q—g és Thalész tételének for-

ditott tételét felirva a DEB haromszogben, kovetkezik, hogy PQ||AB.
¢) A DEG haromszog EG alapja fele a C AB haromszog AB alapjanak.
A D-bél és a C-b8l az AB-re huizott DD’ és CC’ mer6leges szakaszok
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/

! , . N
cor = mert DD" a CAC' haromszog kézépvona-
Tepc, EG DD’ 1

1
Tagc, AB CC' 2 2 4

hosszanak ardnya ———

, tehéat TEDGA = %TABCA-
[ |

2. Megoldds az a) és b) alpontokra. a) Az AED haromszogre és a G,
P, F kollineéris pontokra Menelaosz tétele alapjan

GA PE FD _
GE PD FA 7
3 PE 1 . EP 2 ) . .
ezért 5 PD 1= 1, vagyis D=3 b) Az ABD haromszogre és a
C, Q, G kollinearis pontokra Menelaosz tételébdl kovetkezik, hogy
GA QB cD
GB QD CA 7
L 3QBli BQ EPiBQ
és igy 1 Q—D 3 1, tehat oD . Az el6bbiek alapjan PD - QD'

ahonnan Thalész tételének fordltott tételét felirva a D E B haromszogre
kévetkezik, hogy PQI||AB.
[

5. Feladat. Egy hegyesszogli haromszog alapja a és a hozzatartozo
magassag m. Rajzolj az alapra egy négyzetet gy, hogy a négyzet fels6
két csicsa is a hdromszog egy-egy oldalan legyen. A keletkezett kisebb,
az eredetihez hasonlé haromszogbe szerkessz hasonléképpen négyzetet
és igy tovabb. Mekkora a négyzetek teriiletének Osszege?

Zay Eva, Zilah

Megoldds. Legyenek az egymés utan kovetkezs négyzetek oldalai x1, zo,
3, ... A keletkezett egyre kisebb, az eredetivel hasonldé haromszogek
magassagal

m—Xy, MM —T1 — T2, M — L1 — T2 — T3,...
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A keletkezett haromszogeknek az eredeti haromszdghoz vald hasonlo-
sdga alapjan irhatjuk, hogy

Z1 m—I . am

— = ———, vagyls x1= ,

a m a+m
i) m—T1 — T2 . am2
— = ————, Vagyls Ip2 = ——15
a m ’ (a +m)?’

és altalaban a k-adik négyzet oldalhossza

amk

= G m)E

ami igazolhat6o a matematikai indukcié modszerével. Az el6bbi gondo-
latok alapjan a k-adik szerkesztett négyzet teriilete

2,2k
a*m
Tp=a2 =21
b= Tk (a+m)2Fk
2
A (Tk)gen+ sorozat mértani haladvany ¢ = (a—?—nim)Q < 1 hanyadossal.

Kovetkezésképpen a négyzetek teriileteinek Osszege

" am? m2" am?
S = li Ty, = li 1- = .
i Sor= i | (1 e ) = 2
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6. Feladat. Egy 6 x 6-o0s tablat lefedtiink 18 darab 1 x 2-es dominéval.
Bizonyitsd be, hogy barmely lefedés esetén van olyan vizszintes vagy
fliggbleges vonal, ami két részre osztja a tablat, de nem vag ketté egy
dominét sem!

Schefler Barna, Budapest

Megoldds. Vegyiik észre, hogy egy sorban csak péros sok fiiggéleges,
mig egy oszlopban csak paros sok vizszintes dominé lehet (mivel a do-
min6 hossza 2, azaz paros). Feltételezziik, hogy nincs sem vizszintes,
sem fliggbleges vonal, amely 2 részre osztja a tablat dominé szétvagasa
nélkil. Ekkor minden vizszintes és minden fligg6leges vonal szétvig
legalabb egy dominét. Fiiggsleges vonal csak vizszintes, mig vizszintes
vonal csak fiigg6leges domindt vaghat el. A 6 x 6-0s tablén 5 vizszintes
és 5 fiiggbleges bels vonal van, mindegyik legalabb egy dominét vag el
a feltevés szerint. Ugyanakkor a fenti észrevétel szerint egy vonal egy-
szerre paros sok domino6t vaghat el, tehat mindegyik legalabb kett6t. Ez
azt jelenti, hogy legalabb 2 - 10 = 20 dominénk van, ami ellentmondaés.
Tehat 1étezik olyan vonal, amely megfelel a feltételeknek. |
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